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AVERTISSKMENÏ ('). 



Dans une étude sur l'hyperespace, les déliniùons sont faites en 
vue de théorèmes qui les expliquent : certains calculs, comme ceux 
du n" 38, s'éclairent par les résultats qu'on en tire ; je crois devoir 
faire, en me plaçant à ce point de vue, une revue rapide de l'Ou- 
vrage. J'en profiterai pour mettre mieux en évidence quelques 
formules, el je conseille au lecteur de noter dès maintenant dans 
le corps de l'Ouvrage les passages qui correspondent à des for- 
mules portant un numéro dans l'Avertissement; je donnerai en 
même temps plusieurs figures schématiques indiquées dans le 
texte. 



]. One 



sidère 



me corrcial 



■aie (18), et l'o 



. deu: 




(•) Voir les Préli 
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équationnelles doubles S et s (24); la pscudo-distancc de deux 
points est MOK^ -log(\/R), . . • (78); chaque ra;yon a un para- 
mètre 6, . ■ , (82); le 3- de deux points est donné par la dernière 

formule du n° 80, Un i est un a- ou un 2 (97), et l'on a les 

figures schématiques de la page v. 

Pour deux éléments quelconques M^ M^, on a les A principaux, 
avec la figure schématique suivante indiquée au n° 99 : 




Le moment de deux éléments associablcs M', M^ est le produit 
des A principaux (110), et, quand on change l'ordre des deux élé- 
ments, le moment est multiplié par ( — i)'"'; l'association de 
deux éléments est définie aux n™ 13 et S7. Voir au n" 171 une re- 
marque sur le plan suivi dans l'Ouvrage. 

Les coordonnées x d'un élément M^ sont indiquées au u" 10; 
je les donne ici, en y joignant les notations du n" 7 : 



(0 



x\= {Wl„kS) 



- (AL A^-)- 
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dans les dt^niières formules, on a mis l ou lien de (, Relaùveraent 
aux coordonnées h, je reniarquR seulement qu'on a U''t^= — t 

avec (('■= { — l'jP^x'', ï|i,= ( — i)Plri}'; on a en particulier U'= j-> 
avec u'= ( — i)"~'x', A;= (— i)"-' h'; .... 

L'élément transformé d'un élément MJ (18, 58) est désigné 
par N^, avec des coordonnées y ou c ; le comoment de deux élé- 
ments M^ est défini aux n"" 18 et S9. 

2. La fonction ponctuelle a dep points, la fonction langcu- 
tielle S de/> tropes sont définies au n" 27; pour /j= n, on a les 
fonctions s et S (29). 

Le moment de deux éléments associables a deux propriétés 
essentielles : l'une est donnée anx n°' 56 et 37, l'autre aux n"' 51, 
3o, 30; pour le comoment on a les n™ 59, 3(j, 31 . 

Les deux propriétés du moment donnent pour le poljtrope de 
référence (Chap. !) les formules 



(2) (- 


(V-l-r,.! 


T-r XVI ',: = .•„, 


{-,)T,i.s., 


(^1 




/>>... /i' = ; 




le détermina 


nt des 


, li se réduisaii 


t ici à un 


liculicr, 









(^.') (-i)'.Tî,x A'==s„, (-l)'.tS/xA/=S(,. 

(3') h^ ... A"= .ïuSo, 

avec l au lieu de l dans l'avant-dernière formule; l'élimination de 
■f^'-f entre les formules ci-dessus donne les premières formules du 
n° 6. (Les formules du n" 9 sont employées aux n™ 47, 113, 118, 
140.) 

Le théorème des déterminants de A explique la définition des 
coordonnées normales j:\ d'un élément M^ au n" 53, l'élément 
étant défini par p points ou par q tropes, et par suite la définition 
des coordonnées homogènes au n" 46. Le cas particulier p = n — i 
explique la formule du n" 33 (dans laquelle il faut rétablir le 
signe ^ qui a été omis), et par suite les résultats du n" lA. Le 
cas p = n rend compte des deux formules du n" 29 (dans ce nu- 
inéro, ligne lo, il faut remplacer le mot. ; colonnes, par le mot : 
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rangées); ce cas peut encore expliquer le facteur normalisaur ui- 
diqué à la fin du n" 31! . 

3. La figure de référence auxiliaire ( 19) a une imjjorlance capi- 
tale; on peut la comparer au triangle polaire du triangle de ré- 
férence en Géométrie sphérique, ce triangle polaire étant à la foiï. 
PelP. 

. En premier lieu, si, dans la suite considérée au n" 59, les deux 
éléments intermédiaires appartiennent au poljtrope de référence P, 
on a la suite A.j A^ Af Ag-, qui donne 

(4) (Ai,A|) = ((A|,Aî))=vg. 

la double parenthèse indiquant un comoment, c'est-à-dire que (58) 
les coordonnées ai^j^des éléments Aj àa poljtrope P sont les quan- 
tités Y^T; par exemple, dans le second alinéa du n" 19, en consi- 
dérant la suite rt' Ai A;«^, on a pour les coordonnées a;), des tropes 
deP, 

(O i(«',Aj) = -f(A-,,A,)^-;),,; 

de même, en considérant la suite A; a'- a' A),, on a pour les coor- 
données x'' des tropes de P, 

(4") i(A,, «).)^r(a\a') = rw. 

En second lieu, si, dans la suite du n" 59, le second élément In- 
termédiaire appartient seul au poljtrope de référence, on a la suite 
AtM^A^NJ, qui donne (58, 64) 

(A..V, m;^) = ((M^, Af ) = (A^, n;;), 

ou bien 

<5) 4-((M2,Af))=.T; 

on peut aussi considérer la suite L^ AJ M' A.j. C'est ainsi que, aux 
n"' 20 et 26, en considérant la suite «'M A, /^, on a 



y Google 



(5-) ^; = r(m, «o-'-'- 

(A la fin du 11° 2«, dans les deux formules de droite, il faut 

plusieurs l'ois ai pour «'.) 

4. Au n° 53 on a !e théorème des momenis; l'élément M^, af- 
fecté du coefficient i , est le résultant des éléments de même espèce 
At affectés de eoeflîcients X^ qui sont les coordonnées X relatives 
aux éléments opposés : en prenant les moments par rapport à M^, 
on a la formule 

signalée au n° 10. Le théorème lui-même explique les coeffi- 
cieuts XJ; car, en désignant par AJ les coefficients qui doivent 
rendre le théorème exact, et eu prenant les moments par rapport 
aux éléments AJ, on a 

.x(A■;;,M;;) = /-■,':x(-v^A;:), 

a^où l'on conclut /rf^T^Xf, On peut écrire 

et cette formule contient des moments d'une seule espèce. 

La formule dun" 60 doit être comprise comme il suit ; en con- 
sidérant la suite M^M^N^NJ, on a, d'après la dernière formule 
ci-dessus, 

la formule de I rmisformatlon du n" Îi4, qui donne lù' , s'explique 
ainsi : 

(7) »i.^(AV,M;^)^2^"^--fC' 

les coordonnées xii_ de l'éléjoeut A^ élaut les quantités y^^i, 
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comme on l'a vu; on arrive à la fonimlc 

(8) ({m^,n;o)-212^^'^-^''^'X'- 

5. A.I1 n- 61 on a le théorème dos comonienls; lu lonnulf (6) 
devient 

((fi)) L X {(ni, xp) =2"ï'->= Um;'.. -v..)); 

le second élément est eonsidéré comme on élément résullant, et 
l'on prend les romoments par rapport au premier; on a de même 

le premier élément étant considéré comme un élément résuitant 
(au n" 61, on a mis par erreur A,, pour A,lQ. La formule de trans- 
formation dn n" 59, qui donne ((M^, Al)), et qui éqiiivaut à la 
formule (i), résulte de la dernière formule que l'on vient d'écrire ; 

On retrouve ainsi la formule 

((8)1 ((.M;;..\;())=2]2xC.YF,x-.n,. 

6. Si l'on suppose eliacun des deux éléments l\l^,,l\j[, délini 
par^ points, la formule (6) donne la première formule du n^GO, 
la formule{7)donne la formule de transformation du n" 38, et la 
formule (8) donne une expression du produit !7it'((MJ, INJ,)) si- 
gnalée au n''62. De même, si chacun des deux éléments est défini 
par q tropes, etc. 

7. Si les deux éléments M et N sont identiques, les trois for- 
mules du n" A de l'Avertissement, ou celles du n° K qui leur sont 
équivalentes, donnent la relation entre les coordonnées d'un élé- 
ment MJ(o4); au n" 6 on a les trois premières formules du n" 38 
pour le calcul de 5'-, etc. 
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donne, par un développement connu, 



le second membre étant une somme de pi 
on a écrit, d'une manière très concise, 

••-[[»;]].frx;ii. 

Une remarfjuc anaioguc s'applique ain 
malion, quand on évalue le déterminant des 





X,i 


x,-= 


X," 




x." 


Vt - 


X;' 


^ 








1 

ime 


de 


rodui 


sdcdétennin 



: formules do transfor- 



i'. Avant de faire /> = i ou q t= i dans ce qui précède, nous 
signalerons la composition des points ou des tropes, dont la pre- 
mière est analogue à la théorie du barycentre, et la seconde est 
analogue à la composition des forces dans un plan. La composi- 
tion des points s'explique de proche en proche en partant du n" 76 ; 
on a facilement le premier alinéa du n" i9; si l'on considère un 
point M, affecté du coeflîcient i, comme le point résultant des 
n points de référence affectés de coefficients convenables, on voit, 
en partant de la composition de deus points, que ces coefficients 
sont les coordonnées X du point. De même, etc. On a le théorème 
des i (41). On comprend alors la définition d'un i au n" 12 



i(M,, 



^i:^,. 



-.».)^2^ 
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Los formules du u" 21 s'oxpliqiicnl comme celles du u" 60, et 
les formules de Lransforoiation du n° 19 s'evpliquoil comme celles 
du n" 5i ; on H 

(ff) v(M,N)= A(N,,.) «2''''-''' = 2''''-ï'' 

(7) „'-i(»', il) =2X-.. ■.■,,„ 

(S') ;,M,ti)='^^X^'^Y'XV.r, 

on a de iiiêine pour deux iropes 

((i") r{m,n)= i(/i,N) =2^''-"'"2^'--" 

(8") r(m,,o-22^'"'^''^^''''- 

3'. On a aussi le théorème des v (i2). On en conclut (26) 

et l'on a également 

-f(M,IN)=yX'..-;(A),,IN); 

la formule de transformation du n° 26, qui donne yCM, Ai), et qui 
équivaut à la formule (^'), résulte de la dernière formule que l'on 
vient d'écrire : on a 

onarrivoaiiisiàlalormule 

On a de même le théorème des V, etc. On en conclut 

((6")-) !■{,.,, ,0 = 2^'-''("''"'')- 

el l'on a également 
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ia formule de It'an s forma lion 
donne la fûrmule 

((8-)) r(„,,«)-2S'^>-''^''''- 

[ Les formules inverses du n" 19 demandent quelques éclaircisse- 
ments. D'abord, les deux déterminants inverses du n" o son t 



Cela posé, les formules directes étant éufiles sous la fori 



•^-l'^'^- 



, <l'.|,r 



3 la fin du n" 1, les formules inversi 



,Y,-"'^-^y.î''"'=y.v^'"-- 



on considère les colonnes du premier déterminant et les rangées 
du second; on tient compte des relations 

hi= \(a'. A,) = i(A,, al) = h'. 

JCn éclmngeant ). et /, ou a les formules du n" 19.] 

6'. La formule (6"), en supposant chacun des deux tropes 
m et n défini par n — i points, conduit à la formule qui donne la 
valeur de l'expression vrx'V[m, n) en fonction des coordonnées u 
des points du premier trope et des coordonnées Y des points du 
second : cette formule est analogue à la première formule du 
n° 32; h formule (7") donne les formules de transformation du 
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n" 32, et h formule (8") donne la valeur de l'expression cl-dessiis 
avec la seule figure de référence P. De même, etc. 

7'. Si les deux tropes m et n sont identiques, les formules (6"), 
{;■), (8-), o„ le, formules «6")), ((/)), «8')) q.„ leur >onl équ- 
valentes, donnent la relation entre les coordonnées d'un Irope 
(22); au n^e', on a le calcul de <r^ (32,34.). De même, etc. 

8. On peut rapprocher des calculs indiqués aux n"' 6, 7, 6', 7' 
de l'avertissement les calculs des n"' 116, 117, 118 de l'Ouvrage. 

9. Au Chapitre VU, § IV, on a le lliéorème des quatre élé- 
ments : je prie le lecteur de lire les deux énoncés, en se reportant 
à la figure ci-dessous. 




J'(îcris ici les formules du n" 131 : tout d'abord, Célémeut H^ 
ayant pour transformé \P, oti a 

i^(H^, l/') = (£I,„ M'^i X(.Mx, I''), 

et comme les deux éléments H^, M3, pleinement conjugués de 
seconde espèce, ont un moment tangentiel dont le carré est i, . . ., 
on a simultanément 

(9) (H^,M?) = i, (M„,[p) = .; 

on a alors, par le théorème des quatre éléments, 

(loj (H;,, W) = (H,„ Mh X (Ma, M.") = (M„, M''), 

(IL) (M^, iP) = (M,,.Mfi)x (ll„,l/') ={M,.,W), 
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le momenl Langentiel, ou le moment ponctuel, étant égal à i parce 
que les deux éléments dont on prend le moment sont pleinement 
conjugués; on en conclut 

on a aussi, en faisant disparaître l'élément H, 

(i3) (Ml', M,,) ^ {(M", V')) X (\P, Mp). 

[Après cette formule on a mis dans le texte : et ainsi de suite, 
pour : etc.]. 

On a en particulier, avec la ligure suivante 



les relations 

1 = ((',M) = (/,R)x(L,M), 

(9') (/,R) = ', (L,M) = i. 

(lo') (/, M,) = (l, R) X (L, M,) = (L, M,), 

(II') ([.,M) = (|j.,R)x(L,M) =(n,R) 

ella formule (lo'), avec riijpotliése (L, iM) = i, est une formule 
du n" 97 ; on a encore 

(12') {îi,M,) = {:.,R)x(L,M,) = {!»,;M)x(;, M,), 

(t3') (H„^L)^{(M„M))x(M,,,i) 

et ces formules ont servi au n" 102. 

Je donne encore, pour le théorème des rjuatrc éléments, la 
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figure schémaliqiie 




On a ensuite le corollaire du théorème des quatre éléments, 
avec une application (105) qu'on peut voir dans le texte. On a la 
iigure schématique 




[A la fin du n" 97, on a mis te rayon A pour l'ase A; au n" 99, 
ligne 11, il faut lire M'. Au n" 103, lignes a3, aS et ?>g, il faut 
mettre A^=i; au même numéro, le A des deux formules est 
i(31Lm), et il est égal à { — i)"~', et non à i, quand 311. est le 
transformé de m, attendu qu'on a alors i(m,')lL) ^3= ! : d'ailleurs, 
la suite mS\i,,3K. donne Lien 



■!(S\l;,0\1 



Hm,:iïi,) = 



. ,).- 



i(31l> 



10. Je signale en terminant la Géométrie autour de Ma dans MP 
(Chapitre VIII), les moments réduits (9, 118), la fonction ponc- 
tuelle de P éléments Ma.,., ayant un élément M„ inscrit commun 
(138), et le théorème des déterminants de moments (ISO). Je 
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donne ici deux figures schémaliqucs indiqiiées aux n"' lia et 151. 




11. Dans les figures schématiques, on doit considérer iin point 
comme un élément dirigé : on dirige un point en l'affectant du 
signe + ou du signe — - La notion de point dirigé ne se présente 
pas en Géométrie euclidienne, parce que la relation entre les 
coordonnées tétraédriques d'un point s'écrit 
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XVI 11 AV1ÎRTISSR51EM-. 

Celte relation pourrait êLre écrite sous la forme 

(I ï- 

le cercle de l'infini (quadrique évanouissante) ayant pour équa- 
tion ponctuelle 

quand on part de l'équation tangentielle; le point serait alors un 
élément dirigeable. 
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L'HYPERESPACE 



(«-!) DIMENSIONS. 



PRELIMINAIRES. 



J'indiquerai brièvement les deux idées essentielles de ce travail; 
la première est, je pense, une idée neuve, el je l'esposerai en 
restant dans l'espace réel. 

1. 

On a défini depuis longtemps la pseudo-dis lance de deux points 
el le pseudo-angle de deus plans par rapport à une quadrique 
quelconque; celte qnadrique est la quadrique double d'une cor- 
respondance par polaires réciproques. 

Je ne crois pas qu'on ait essayé de remplacer cette correspon- 
dance par une corrélation générale, la pseudo-distance étant 
alors définie par rapport à la quadrique des points doubles de la 
corrélation, le pseudo-angle étant défini par rapport à !a qua- 
drique des plans doubles. 

En chercliant dans cette voie, j'ai été conduit à la notion du 
paramètre d'un rayon (droite lieu d'un point) et du paramètre 
d'un axe (droite enveloppe d'un plan); et c'est cette notion que 
je crois surtout nouvelle. Étant donné an rajon, tout point M de 
ce rayon donne lieu à un plan transformé n qui eoupe le rayon en 
un point N; les deux points M et N sont liés liomographiquement 
sur le rayon, et la pseudo-distance MN est constante; c'est cette 
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constynle que j'appelle le paramètre du rayon. Dans une corres- 
pondance par polaires réciproques, l'homographie des points 
M el N est une involulion, et le paramètre esl - pour tons les 
rajons; dans une corrélation générale, chaque rayon a nn para- 
mètre particulier. 

Je définis de même \e paramètre d'un axe. 

J'appelle alors <s de deux points le quotient du sinus de leur 
pseudo-dislance par le sinus du paramètre du rayon qui les con- 
tient; je définis de même le S de deux plans. (Le rapport anhar- 
monîque de quatre points ou de quatre plans conserve, avec des t 
ou desSjlamême expression qu'avec des sinus de pseudo-distances 
ou de pseudo-angles.) Le y de deux points M et 3IL, pris dans cet 
ordre, est le <s des points ÛRjciN, Nétant le point du rayon qui est 
dans le plan n transformé de M; lesquantités y(M,3IL) etY(31l.,M) 
sont différentes. On définit de même le F de deux plans dont 
l'ordre est donné. Dans le cas d'une correspondance par polaires 
réciproques, les a et les S sont des sinus, les y et les V sont des 
cosinus. 

Les propriétés métriques du tétraèdre dans une corrélation 
générale sont les mêmes que dans une correspondance par polaires 
réciproques, avec des a et des S au lieu de sinus. Par exemple, la 
proportionnalité entre les aires des faces et les sinus des trièdres 
supplémentaires de ceux du tétraèdre se conserve avec les chan- 
gements convenables. 

Je suis arrivé à la notion du paramètre, ou du moins à la notion 
analogue pour la Géométrie conique, en considérant le déterminant 
d'un triédre et en cherchant à le remplacer par un déterminant 
non symétrique ; j'ai à peu près deviné la forme {n" 89) 



dérivée d'un déterminant symétrique et d'un déterminant gauche, 
et j'ai alors été conduit à prendre y = col9 afin d'avoir 
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cula ine donnait les premières formules du n" 82, c[ui définissi 

■Y(M, dm) eiy(an., M) ('). 



n. 



Dans riiyperespace M,j un point dépend de re — i paramètres. Les 
éléments analogues au point, à !a droite, et au plan dans l'espace 
réel M,, sont en nombre n — i ; nous appellerons trope (-^péizia, 
je tourne) l'élémenl qui remplace le plan; l'élément qui suit le 
point et celui qui précède le trope seront le rayon et l'axe; les 
éléments seront désignés comme il suit, avec p -j- (/ = n : 

MJ-', M?-^ . . . , IW^, . . . , m;;, . . . , M?,^s , Mi_, ; 

tous ces éléments seront dirigés {voir n" 79 poin- un i-ayon 
dirigé). 

Nos calculs forment une étude des propriétés métriques de la 
corrélation générale dans l'hyperespace, en prenant comme point 
de départ (coordonnées d'unpointou d'un trope) le A d'un point 
et d'un trope; on verra (n''97) que cette quantité est le ff de deux 
points ou le S de deux tropes, et il est essentiel de remarquer que 
c'est une quantité relative à la covrélalioo que l'on étudie (n" 80) 
{voir le n" 17'J). 

Pour deux éléments associaLles M^,M^ on aura à considérer 
une quantité appelée moment Ql(\vt\ est un produit de A {n° 107); 
le moment d'un point et d'un trope est leur A; nous désignerons 
un moment par la notation (M*, M^), un A sera (M, m). Quand on 
change l'ordre des deux éléments, le moment est multiplié par 
(— i)/»*; ona en particulier (m, M) = (— i)"-' (M, m). 

Je me suis attaché à considérer toutes les quantités avec des 
signes. Il y a là une question délicate, et des erreurs ont pu se 
glisser dans ce travail, d'autant plus que j'ai dû modifier mes 
premières idées à ce sujet. L'accord des formules entre elles me 
fait cependant croire qu'il n'y a aucune erreur grave à ce sujet. 



y Google 



CHAPITRE I. 

POLYTRÛPE DE HÉFÉBENCE. 



Nous considérerons des indices en nombre n, <\m ne seront 
pas nécessairement 1,2, ...,«; nous les supposerons seulement 
rangés dans l'ordre naturel. Nous désignerons par L iine suite 
de p indices / pris parmi les indices ci-dessus; les q indices com- 
plémentaires t seront désignés par T. Quand on écrira ( — i)""', 
la notation L, T indiquera le nombre des dérangements entre des 
indices / et des indices f dans la suite LT; on aL, T + T, h=pq. 
Les lettres i^, E se liront : grand l, grand t. 

1. Déterminants inverses. — Soit un déterminant d, d'ordre n, 
différent de o, dont l'éiémeiit général est cn, et que nous repré- 
senterons par [c]. Le produit de deux mineurs complémen- 
taires, d'indices L^ et TS, entre dans la valeur de d avec 
le signe de combinaison (— i)'-'^*^.'^ ou (— ,)t.''-^S,^_ 

Le déterminant inverse de d sera un déterminant A ayant pour 
éléments T^ les premiers mineurs de d, affectés du signe de 
combinaison et e/i'cwésjonr (/; onarfi=: i, et les deux détermi- 
nants sont réciproques; un mineur d'ordre quelconque de A est 
le quotient par d du mineur complémentaire dans d alTecté du 
signe de combinaison, et inversement. 

Si l'on multiplie nar /ries éléments d'une ligne de isf, les éléments 
de la ligne correspondante de A sont divisés par k. 

On a simultanément les relations 

les rangées des 1" étant les colonnes do A. 

2. Polytrope de référence. — ■ Soient n lettres A; représentant les 
points ou soinroets de référence, et n lettres «' représentant les 
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tropes ou faces de référence. Le trope a^ passe par les poinls de 
référence autres que A;, en sorle que le point A; est dans les tropes 
autres que a'; chaque point est opposé à un trope, 

La notation A,2 représente le rayon A.A^, et le nombre des 
rayons est - . ' .. " i J ; ^'^ représente t'axe a'a^; chaque rayon est 
opposé à un axe. La notation Al ou ci^ ou AJ représente un élé- 
ment A*, enveloppe des tropes passant par les p points L, lieu des. 
points communs aux q tropes T; les indices sont rangés dans, 
l'ordre naturel. L'élément A^ opposé est A\;. Ces éléments for- 
ment le polytrope de référence P. 

Dans ce qui va suivre, on se donnera arbitrairement les signes 
des quantités is\ les signes des S seront alors déterminés. Un a ou 
un 2 à un seul indice sera l'unité positive. 

3. Premiers èlém.eiits métriques. ^ Soient n {n — i) quantités 
arbitraires y, 3, . . ,, qui seront y (A,, Aj), - - . ; yia ^lya) sont dilTé- 
reots; on a y,, = i, .... \^ft. fonction ponctuelle du système des 
n poinls de référence est une quantité iy\...n ou So, dont le carré 
est le déterminant des y, supposé différent de o, et dont le signe 
est arbitraire. Le signe deS)...„ change quand on échange deux 
indices; une convention analogue s'applique aux s et aux S que 
l'on rencontrera. La fonction ponctuelle des n — i points Aj... Ah 
est une quantité «■a...^ ou S|, dont le carré est le déterminant 
des y de ces points pris deux à deux, et dont le signe est arbi- 
traire; on aura des quantités analogues ff|3,.. ou s^i les indices 
étant dans l'ordre naturel. 

Si l'on considère les n — i points A du trope a' et les n — i 
points A du trope a'^, nous définirons le T de ces tropes pris dans 
cet ordre, en disant que le déterminant des y fournis par la com- 
binaison des premiers points avec les seconds a pour valeur 
itJïT'^; on a r"=i. Le signe du T est indépendant de l'ordre 
des indices, pourvu que l'ordre des indices dans le déterminant 
soit le même que dans les tr. 

-4. Les y et les T sont réciproques. La fonction tangentielle du 
système des n tropes de référence est une quantité S,..,„ ou So 
dont le carré est !e déterminant des r, et dont le signe sera fixé. 
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On définit d(! même S,, En considérani les àcnx détof- 

minanls inverses, dont l'un est le déterminant des y, et l'antre a 
pour éléments ( — i)'''*'-'^^r»', on a 

S, S, ■■■ ^ ' S„ 

en disposant des signes relatifs des S. On a alors deux détermi- 
nants inverses dont l'un estle déterminant des F, et on en conclut 
une formule corrélative de celle qui définit les F. 

3. Nous définissons ici les quantités - 

/i' = à(A/,«0 et hi = i(a', À,), 

l'indice de h étant emprunté au second élément (n" '10), par les 
formules équivalentes 

(_iy,T,,/,/ = ,„, (-i)'.TS,A,-So. 

Nous avons alors deux déterminants inverses : l'un est le déter- 
minant des Y dont les colonnes sont divisées par les /(', l'autre est 
le déterminant des F dont les rangées sont divisées par les h'; ou 
inversement. Leur produit étant i, on a 
A'.../i" = .s„S„, 

en disposant du signe de S,,; on peut prendre les h avec des 
indices inférieui's. 

6. Nouveaux éléments métriques. — La fonction ponctuelle de 
p points A est une quantité (Tl dont le carré est le déterminant 
des Y de ces points pris deux à deux, et dont le signe est arbi- 
traire. La fonction taogentielle de q tropes a est une quantités,. 
définie d'une manière ajialogue et dont le signe sera fixé. 

Si nous reprenons les deux déterminants inverses du n" 5, en 
considérant deux mineurs principaux compléniuntaiics, et dispo- 
sant des signes des S, nous aurons 

ttLlA'l .^o' :St[/i/J S„' 

le crochet indique ici un produit. Si l'on considère deux mineurs 
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quelconques complémenLaires, 00 a une formule qui conduil à 
définir le comoment de deux éléments A| de référence, AI ei 
A1, dont l'ordre esl donné; ce comoment fip ou y'^ ou yj_f est 
défini par les relations 

"L '^j^TL^= lï'). ] '^'- ^t sg i'tS ^ [ r'T I , 

les crochets indiquant des déterminants. Le comoment d'un élé- 
ment A avec lui-même est t. Le comoment de deux iropes est 
leur r, etc. Le signe du comoment esl indépendant de l'ordre des 
indices, comme au n" 3. 

7. On a la relation 

Le moment des deux éléments de référence opposés AJ et A.j, pris, 
dans cet ordre, sera la quantité v].r (les indices sont empruntés au 
second élément), définie par les relations équivalentes 

l'ordre des c ou des S est celui des deux éléments, et l'exposant 
de ( — i) est lié à cet ordre. 

Si l'ordre des deux éléments est changé, le moment est multi- 
plié par ( — i)J"!. Pour un point et un trope, on remplace -/i par h. 

8. On a facilement 

le moment du second membre étant celui de l'élément AJ défini 
parles points et de l'élément Aj défini parlestropes, parce qu'on 
prend i(A;, a'); on aurait une formule semblable avec hi et ï|i,. 

Cette formule donne une propriété du moment de deux élé- 
ments de référence dont l'un esl délini par des points et l'autre 
par des Iropes; les deux formules du n° 7 sont relatives à deux , 
éléments définis tous deux par des points ou tous deux par des 
tropes. L'élimination de Ti.r ferait retrouver les premières formules. 
du n" 6. 
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9. Derniers éléments métriques. — Dans un Lclraèdro, on pnuL 
étudier ce gui se passe autour d'un sommet ou d'une arête, dans 
une face ou sur une aréle, autour d'im sommet dans une face. 
Dans un polytrope, on peut étudier ce qui a lieu autour d'un élé- 
ment Aa qui sera kf, dans un élément AP qui sera A", les deux 
suites F et H n'ayant pas d'indice commun. On posera 

Un élément A^tp passant par Aa et situé dans AP sera A'^{, et od 
aura P + Q ^= N ; les I et les J variant, on a un système compa- 
rable à un polytrope. 

Le moment réduit Aes> deux éléments A[", A°J qui ont Ap inscrit 
commun, A" circonscrit commun, sera la quantité '1"^'" clélinie 
par les relations équivalentes (n° 6) 

{— I)''''FI''FJT1F1,FJ = "PfFiJ, ( — i)^''S]]j2l[l'^"^''" = S|i ShJ[, 

tous les indices étant dans l'ordre naturel. On peut placer d'abord 
les F ou les H. Quand on cbange l'ordre des deux éléments, le 
moment réduit est multiplié par ( — i)''". Pour un seul indice /, 
onao'/^ I et la formule de gauche se simplifie; de même, etc. 
On remarquera les deux cas suivants : 

1° S'il n'y a pas d'indice/, c'est-à-dire si les deux éléments n"ont 
pas d'élément inscrit commun et sont seulement dans un élément 
circonscrit commun, on a un moment non réduit, défini par la 
relation 

(_,)l,J5iajTjlj =<rjj, 

qui est entièrement comparable à une relation du n" 7; l'autre 
relation donnée plus haut avec des S reste la même : on l'obtient 
par les premières formules du n" 6. 

2° S'il n'y a pas d'indice /i, c'est-à-dire si les deux éléments n'ont 
pas d'élément circonscrit commun et sont seulement autour d'un 
élément inscrit commun, on a 



que l'on transformerait par les premières formules du n" (>. 
Si l'on cchanee let J dans la dernière formule et si l'o 



suppose 
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dans [es deux formules un seul indice i, on a 
(_ l)f,L-i a^_^r,ix-i ^ œl, 
(-■)'.i.-'Sl-,-V''-'-2l, 

la notation L — i indiquant les indices L autres que i. Pour deux 
indices L, on a sur un rayon ou autour d'un axe 

r/./ = (-l)0-2,;, 

en sorte que le moment de deux points ou de deux tropes de réfé- 
rence est leur o- ou leur S dans lequel on met les indices dans 
l'ordre où l'on prend les deux points, tandis qu'ils sont supposés 
ici dans l'ordre naturel. 

S'il n'y a ni indice/, ni indice A, on a tjÎ^;^ ^^ Vr et l'on met seu- 
lement les indices du second élément. 

On doit remarquer que les moments sont des moments d'élé- 
ments dirigés, autour d'éléments dirigés Ap, dans des éléments 
dirigés A". 

On a supposé les indices des a toujours rangés dans l'ordre 
naturel; on aurait uiUj-iiij ^a-y, si l'on mettait dans le dernier a-, 
d'abord les indices I puis les indices J dans le même ordre qne 
dans les deux premiers (n" 108); on l'a dit plus haut dans le cas 
d'un seul indice i'el d'un seul indice/. 

On pourrait démontrer ici le théorème des quatre éléments 
(nM28). 

Nous observons ici qu'on peut considérer : 

i" La Géométrie générale, donnant lieu à des moments d'élé- 
ments associahles ; il n'y a alors ni F ni H. Le polytrope a des 
points et des tropes. 

2" La Géométrie autour d'un élément Ap, ou dans un élément 
A", donnant lieu à des moments non réduits. Le polytrope a des 
tropes ou des points. 

3" La Géométrie autour d'nn élément A,,, dans un élément A", 
donnant lieu à des moments réduits. 
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CHAPITRE II. 



1 D'UN POINT ET D'UN TROPE, ETC. LES y DE DEUX POINTS; 
LES r Dlî DEUX TROPES. 



§ l- 



10. Coordonnées normales- — ■ Au point de vue de la notation, 
nous dirons d'aliord ceci : Les coordonnées x\ d'un élément MJ 
seront les moments de cet élément et des éléments de référence A-^ ; 

on considérera -^ = X^.. Les coordonnées lâ} de l'élément seront 

les moments des élémeuls de référence et de l'élément; elles sont 
égales ans coordonnées x multipliées par ( — i)/"*; on considérera 

-^ rrr: U'f qni est égal à X|f . On aura des formules de la forme 

l'ordre des coordonnées étant inverse de celui des éléments. 

Cela posé, considérons ii variables x^ liées par la relation sui- 
vante, dans laquelle on pose t-^ ;= X', 

^->0-X>V.t = '' O" ?(X, X) = I, ou ^X'ç/ = I, 

eu posant 

nous dirons qu'un système de valeurs di; ces quantités forme les 
coordonnées normales a^'d'un pointlM, et nous aurons a: = A{]V1, fl) ; 
un point dépend de « — i paramètres. 

Soient n, autres variables Xi, avec un indice inférieur, liées par 



y Google 



la rciation suivante, dans laquelle on pose j^ = X/, 

2X),Xir'-' = i, ou *(X,X) = i, oa '^\,<\>i = i, 
en potjaril. 



un système de valeurs de ces quantités formera les coordonnées 
normales ^; d\m trope m, et l'on aura x = à.{m, A); un trope dé- 
pend de n — I paramètres. 

Un point et un trope sont dirigés; on change le sens en chan- 
geant leS' signes des coordonnées. 

11. Coordonnées homogènes. — Les coordonnées homogènes 
sont des quantités proportionnelles aux coordonnées normales; 
on obtient celles-ci en divisant les premières par le facteur norma- 
lisant ± ^ç ou ± y'O. 

12. Le i d'un point et d'un trope, etc. — Un point M avec le 
coefficient i est {n° 49) le point résultant des points de réfé- 
rence A; aifectés des coefficients X' ; un .trope m, etc. ; en prévi- 
sion du théorème des i (n" 4Î), nous écrirons avec des coordon- 
nées normales 

i(M,m) = Vx,3;', A(ni,M) = yX'a-,; 

le second clément, alfecté du coefficient i, est le résultant des 
éléments de référence affectés de coefficients qui sont les coor- 
données X de cet élément, et on prend les i du premier élément 
et des éléments qu'on vient de dire. 

On peut écrire A{M, m) = ^ -j^' <^ette relation, qui renferme 
seulement des A où le point est avant le trope, peut s'écrire sous 
la forme d'un déterminant d'ordre n -j- t égal à o, et elle rentre 
alors dans l'identité des 4 pour /i+i points et n4-i tropes 
(n"68). 

13. Association d'un point et d'un trope. — Un point et un trope 
sont associés lorsque leur A est nul. Los équations normales d'un 
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CHAPITRE II. 


'"""' 


cl d'au poi 


m. sont respeotivemenl 



la première est une équation poncuielte, dont le premier membre 
donne A(OR,m) quand on y remplace les coordonnées x par les 
coordonnées ^ d'un point 3rL ; la seconde est nae équation tangen- 
tielle dont le premier membre donne A{jj^,M). Si les coefficients 
sont en coordonnées homogènes, on a des facteurs normalisants. 

14. Détermination d'uji trope par des points, etc. — Un trope 
est déterminé par n^\ points M,M„...; les coordonnées ho- 
mogènes a: du trope sont les quotients par S,, Sj, ... des déter- 
minants d'ordre n — i de la matrice des coordonnées x, les co- 
lonnes étant prises dans l'ordre naturel; l'un au moins de ces 
déterminants est supposé différent de o. L'équation du trope 
s'écrit sous la forme d'un déterminant égal ào; nous reviendrons 
sur le facteur normalisant (n° 33). On a encore la condition pour 
que n points soient dans un même trope. De même, etc. 

15. Polytrope. — Un poljtrope est la figure formée par n tropes 
non concourants; celte figure a n sommets. Elle dépend de 
n{/i — i) paramèli-es. Le déterminant des coordonnées homo- 
gènes X des sommets, et celui des quantités X pour les faces, sont 
inverses à un facteur constant près. 

16. Polytrope de référence. — Considérons les n Iropes dont 
les coordonnées normales x sont respectivement 



(ces coordonnées vérifient bien la relation <b ^ i); ces /( tropes 
forment le polj'trope de référence, et les sommets de ce polytrope 
ont pour coordonnées normales x les termes d'un tableau ana- 
logue au précédent, avec un indice supérieur; on a i(Â), a')=^ /t', 
i((ï', A,) = A,, Les équations normales des tropes de référence 
sont x^ = o, et les coordonnées normales d'un point sont les A de 
ce point et des tropes de référence. De même, etc. 
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I ETC. 



Un polnl 


t dont les 


détini par / 


i — 1 tropÉ 


face ; de mè 


■me, elc. 



u-donnéeH lioniogcnes sont doi 
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17. Rapport aniarmonique (MNnira). — Étant donnés deux 
points MN et deux iropcs mn, le rapport anharmonique du sys- 



e M.Nin/1 est la valeur de l'expression ^ 



■v^>'- 



coordonnées homogènes ce rapport s'évalue sans l'acteur 



,11. 



18- Corrélation initiale, — Les faits suivants, dont on trouvera 
plus loin le développement et la démonstration, forment la base 
de la corrélation initiale; ou distinguera avee soin les figures 
primitives et les figures transformées. 

i" Âun point primitif M, dirigé, répond un irope transformé/;, 
également dirigé; 

2° A un irope primitif m, dirigé, répond un point transformé N, 
également dirigé ; 

3° Le A d'un point M et d'un irope m est égal au A des éléments 
transformés n et N, en sorte qu'on a A(M, m) = i(n, N). En par- 
ticulier, si un point M et un trope m sont associés, les éléments 
transformés le sont aussi; quand un point décrit un trope, le 
trope transformé du point mobile passe par le point transformé du 
trope fixe; si l'on considère un point M et le trope transformé ri, 
tout point N de ce trope est transformé d'un trope m passant par 
le point M. Étant donnés n — i points et les tropes transformés, 
le trope des points a poiir transformé le point des tropes. Le poly- 
Irope transformé d'un poljtrope a ses éléments transformés de 
ceux du primitif. 

Tout point M peut être considéré comme point primitif ou 
comme point transformé : il a un li'ope transformé n, un trope 
primitif/, d'où la suite IMn; on a de même la suite LmN. On 
désigne toujours l'élément transformé par la lettre consécutive à 
celle du primitif; les coordonnées de N, de n, seront _/ ou c. 
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I4 CHAPITRE (I. 

Soient deux poinls M ciN; formons la suite mMNrt, les traits 
allant de gauche à droite d'un élément au transformé; nous défi- 
nirons y(MN) parles relations 

les deux quantités y(MN) et ^(NM) sont différentes. Pour deux 
tropes m et ii, on aura la snitc Mt/i/îN, et on posera 

A(Mm) = r(m«) = i(«N). 

On emploiera de préférence les formules 

Y(MN) = i(N«), r(«in) = i(«N), 

qui contiennent l'élément transformé dn premier élément. 

On a y(L]VI) = (— i)"-'y(MN), les points L etN élant le pri- 
mitif et le transformé d'un même trope m; etc. 

Le y de deux points est égal au F des tropes transformés. 

19. Figure de référence auxiliaire. — Au pointdevuedela nota- 
tion, nous dirons d'abord ceci : On peut considérer trois poljtropes 
de référence PPP dont chacun est le transformé du précédent. Les 
comoments d'un élément M| et des éléments A' de référence sont 
les coordonnées ;; de l'élément N^ transformé du premier, ou les 
coordonnées u de l'élément donné; les comoments des élémeots 
de référence et de l'élément M^ sont les coordonnées :c de l'élé- 
ment L^ primitif du premier, ou les coordonnées at de l'élément 
donné ; nous emploierons de préférence les premiers comoments 
avec des u et des u. 

Dans le poljtrope P (n" 18), les tropes ont pour coordonnées 
normales a; les éléments y des colonnes du déterminant i„, les 
sommets ont pour coordonnées normales x les éléments T des 
colonnes du déterminant S^. Les coordonnées auxiliaires u d'un 
point ou d'rm trope seront données par les formules 
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et l'on a les formules inverses 



1 posant U* = 



àx 



Dans les formules inverses, on a remplacé h^ par hi, qui laî est 
égal (n*"18,20); on le vérifie aisément par les formules de droite, 
à l'aide des identités obtemies en multipliant dans les deux déter- 
minants inverses du n" 5 les éléments de deux rangées ou co- 
lonnes correspondantes et ajoutant; cette vérification n'est 
d'ailleurs pas nécessaire, si on suppose qu'on laisse A^ jusqu'au 
n°21. Les y et les T de P sont les Pet les y de P (n°' 18,21); de 
là cette remarque : Le polylrope P donnerait des formules ana- 
logues aux précédentes, avec des a; el des h, et les formules di- 
rectes de ce cas expliqueraient les formules inverses obtenues plus 
haut. 

On a 

d'où, comme avec P, 

20. Trope transformé d'un point, etc. — Un Irope n est trans- 
formé d'un point M lorsque les coordonnées normales j- ou ii du 
trope sont égales aux coordonnées normales x ou u du point : 
i(An) = i(tïM); et tes deux relations w — i, $— i rendent cela 
possible, comme on verra. Un point N est transformé d'un 
trope m, ete. On a 

!>,= !('= œ,(X), «-'= tt/=*'(U). 
La dernière formule du n" 19 donne la relation essentielle 

21. Fonctions -; et T. — On a (n" 18) 
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vérifie -(-(A,, A^) = yiï, .■•■ 

22. Relations o = i, * = i, ^ L« i d'nn point et du trope trans- 
formé, le A d'un tropo et du point transforme, doivent ^tre iSgaux 
à,;o„ay(MM) = ,,r(,„»,) = ,,o„ 

On retrouve --^ ^ i , <[> ^ i , et l'on peut écrire ces relations par 
des déterminants égaux à o (voir aussi n° 77). 

23. Points conjugTiés, etc. — l'^ormons la suite mMîNw : les 
points M et ]N sont conjugués, ou plutôt le second est conjugué 
du premier, si le trope transformé du premier est associé au 
second, etc.; leur y est nul. Deux tropes sont conjugués, etc. La 
condition -^ = o peut recevoir différentes formes; le lieu des 
points conjugués d'un point est un trope, etc. L'expression e7é- 
wienïsco/y'M^fit's n'entraîne pas ridée d'un rapport anliarmonique 



24. Équationnelles doubles. — Une éqiiationnelle sera le lieu 
d'un point mobile, l'enveloppe d'un trope mobile ; sans insister sur 
le trope tangent en un point, sur le point de contact d'un Irope, 
nous dirons qu'une équationnelle a une équation ponctuelle et une 
équation tangentielle. Le lieu des points conjugués d'eux-mêmes 
est l' équationnelle double S représentée par tp^o; l'enveloppe 
des tropes conjugués d'eux-mêmes est l'équationnelle double "S i=o. 

22. Le A d'un point et d'un trope étant donné en coordonnées 
homogènes par la formule 



Za h' 



i — — _~ — , 

on a les trois cas particuliers suivants : 

i" Le point et le trope étant associés, on a généralement A = o 
par définition. 

a" Un point de l'équationnelle double S a ses coordonnées nor- 
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maies infinies à cause du système de eoordonnccs employé; il est 
défini par ses coordonnées homogènes avec im facteur norma- 
lisant égal à o; le A d'un tel point et d'un plan quelconque est 
généralement inlini. De même, etc. 

3° Le i d'un point et d'un trope associés, lorsque le point est 
sur S, ou lorsque le trope est tangent à s, est indéterminé. En par- 
ticulier, le i d'un point et d'un trope dont l'un est transformé de 
l'autre (lequel est généralement égal à i) est indéterminé lorsque 
le point est sur S, auquel cas le trope est tangent à ,î. 

Pour le V de deu\ points, on a les faits suivants : 

i" Le Y de deux points est généralement nul lorsque le second 
est conjugué du premier. 

a" Ley de deus points dont Fuji est sur l'équalionncllc double S 
est généralement inlini. 

3" Le -j- de deux points conjugués dont l'un est sur S est indé- 
terminé. Ed particulier, le y de deux points confondus {lequel est 
généralement égal à i) est indéterminé lorsque les deux points 
sont confondus en un point de S. 

On aurait des résultats analogues pour deux tropes. 

26. Coordonnées auxiliaires ■; et l~. — Avec une seule figure de 
référence, les coordonnées auxiliaires u d'un point ou d'un trope 
sont les quantités y(M A) et T(ma)\ les coordonnées x seraient les 
quantités y(AM) et r(«m). On a ( n" 42) les formules mnémoniques 

7(MA,) = y X>.Y(A),A/) = ç;, r(,na/) = 'SXiV(aia,) = 1.', 

en considérant l'élément donné comme le résultant des éléments de 
référence, et des formules analogues pour y(AM) et T{am). On 
a encore 

■i(M^) = '^Y'-iiU\,)=..., r{nin)='^\iT(ma,)=...: 

en considérant le second élément comme le résultant des éléments 
de référence. On t-elrouverail a ^ i , <l> ^ i . 



y Google 



Pom 


■ un point M prim 


itlf ot le trope transformé i. 


trope j 


n primitif et le poi 


ni transformé N, on a 


{«) 


v,^-i{MK,), 


(N) y< = T{mai), 


(M) 


xl^.lia'n). 


{>»} u,= -!(X,W). 



y Google 



CHAPITRE m. 

FONCTIO\S PONCTUE LLIÏS ET TANGENTI ELLES. 



Bien que ce Chapitre précède toute étude des éléments M^, on 
devra concevoir ici qu'une figure composée de p points est dans 
un étémentM^, et qu'une figure composée de p tropes est formée 
autour d'un élément M^. 

27. Fonctions ponctuelles et tangentîelles. — La fonction ponc- 
tuelle d'un système de points M,M^. . ., dont le nombre ne surpasse 
pas n, est une quantité >s dont le carré est le déterminant des y de 
ces points considérés deux à deux. Pourj^ points dirigés, dans un 
élément M^ dirigé, l'ordre des points étant donné, la fonction 
ponctuelle a un signe relatif au théorème des déterminants de A 
(n" SI) et que nous définirons; inversement, on peut déterminer 
un élément MJ dirigé en donnant p points dirigés, avec le signe 
de la fonction ponctuelle des points pris dans un ordre déterminé ; 
si l'on change le sens de l'élément, on change le signe de la 
fonction ponctuelle. 

La fonction tangentîelle d'un système de tropes m' m". . ., dont 
le nombre ne surpasse pas n, est de même une quantité S dont le 
carré est le déterminant des F de ces tropes considérés deux à deux. 

La fonction ponctuelle dejO points est nulle lorsqu'ils appartien- 
nent à un même élément Mp_i; la fonction tangentîelle de p tropes 
est nulle lorsqu'ils passent par un même élément M''"' . Plus géné- 
ralement, la fonction ponctuelle de p points est nulle lorsque 
l'élément M' qu'ils déterminent t'ait partie du complexe des élé- 
ments M^ conjugués d'eux-mêmes; par exemple, la fonction ponc- 
tuelle de Tî — I points est nulle, lorsque le trope qu'ils détermineni 
appartient à l'équationnelle double s. Ces faits seront démontrés, 

28- Si l'on considère un système de points dans un élémeiii 
dirige, cl le svstème des tropes transformés autour de l'élémeni 
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dirigé qui est le transformé du premier, ou inversement, ia fonc- 
tion ponctuelle du système de points esl égale à la fonction lan- 
genlielle du système de tropes; le signe sera Yérifié. On a, par 
exemple, pour !e polytrope P, S, =: o'l; et comme on a 

on a pour !e polytrope P les mêmes formules que pour P. 

(A). 29. Les deux fonctions d'un polytrope. — Nous appellerons 
fonction ponctuelle s d'un polytrope la fonction ponctuelle des n 
sommets; la fonction tangentietle S du polytrope sera la fonction 
tangentielle des n faces. On a 

.,' = [«!][x;j, 

et comme le premier déterminant est le prodiilt du second par le 
déterminant i;;, on a fucilement la formule 

qui délînit le signe de s quand l'ordre des points est donné (celui 
des colonnes du déterminant); la fonction ponctuelle de n points 
est nulle quand les points sont dans un même irope. On a de même 

qui définit le signe de S ; S est nulle quand les n tropes passent 
par un même point. On vérifie Sg^ Sa, etc.; on obtient la règle 
da n" 28 pour le signe. 

30. Théorème des déterminants de i. pour n points et n tropes, etc. 
— Étant donnés deux polylropes quelconques, si l'on considère 
les points du premier M, ... et les tropes du second m' . . . , en 
multipliant membre à membre les fonnules qui donnent s et S, on 
a la formule 

en prenant indifféremment A(Mm) ou i(»)M); le déterminant 
des A est nul lorsque les n points sont dans un même trope, et 
aussi lorsque les n tropes passent par un même point. Si les deux 
polylropes sont confondus, on a l'extension à un polytrope quel- 
conque de la dernière formule du n" o. 
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31. Étant donnés deux. polj-U'opes P eL l" dont les poiiiLs sont 
désignés par M et N, îes tropes par m et ii, on a 

.s'=[-f(M,^,)l, SS'=[l-('«''0]- 

(B). 32. Fonction ponctuelle pour Ji — 1 points, etc. — Le carré 
de la fonction ponctuelle d'un sjstcme de « — i points est 

le crocliet double indiquant une inalrîce à n colonnes; lorsque 
les n — 1 points sont dans un même asc, tous les déterminants de 
ces deuK matrices sont nuls (n" 47) et la fonction ponctuelle est 
nulle; elle est encore nulle lorsque le trope des h — i points 
appartient à l'équalionnelle s (n" 34). 

Pour avoir <7^ en fonction des seules coordonnées x, on évalue 
les déterminants de la première matrice en fonction de ceux de la 
seconde ; on a, par exemple, 

l'^l = [[X,']|. [[-/,= 11; 

nous reviendrons, dans un instant, sur oe calcul. 
Nous donnerons enfin la formule 

dont le second membre est un déterminant d'ordre 2 ft ^ i ; on 
arrive à cette formule en mettant la première sous une forme 
analogue et multipliant par S^ rais sous la forme d'un déterminant 
d'ordre an — i. 

On aurait des formules analogues pour le S de n ^ i tropes ; 
cette fonction est nulle quand les tropes ont un rayon commun, etc. 

33. Trope déterminé par des points, etc. — l.es coordonnées 
du irope de « — i points sont données par les formules 







[x?^^..J 


on e 


n tire 


i-i, 
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et comme on a Vx, h, = i, on a ).- = t'. Dès lofs, en prenanl 
}. ^^ 17, les coordonnées normales du trope dirigé défini par n — i 
points et par le signe de leur <t (l'ordre des points étant connu) 
sont données par les formules 

\T-:rl...\ 



La fonction ponctuelle de h — i points dans un trope dirigé a 
un signe lorsqu'on fixe l'ordre des points; on vérifierai t.v, ^S,,. .., 
et on aurait la règle du n° 28 pour le signe. On a des résiillats 
analogues pour le point de n — i tropes. 

Le facteur normalisant du n" 14 pour l'équation du trope de 
n ■ — ■ 1 points est tSo ; il est nul quand le trope appartient à l'équa- 
lionnelle s. Le facteur normalisant pour l'équaljon du point de 
n — I tropes est Ss,,. 

34. Les formules précédentes éclairent les calculs du n" 32 re- 
latifs à T^ : la première formule équivaut à la relation entre les 
coordonnées d'un trope, écrite avec u et u ; les formules de trans- 
formation équivalent aux formules qui donnent les coordonnées u 
d'un trope en fonction des coordonnées u \ la formule qui don- 
nerait !7* en fonction des seules coordonnées x peut s'obtenir en 
remplaçant dans 4" = i les coordonnées u par leurs valeurs ci- 
dessus, et si l'on écrit cette relation par un déterminant égal à o, 
on obtient t* par un déterminant égal à o. On peut écrire 

T est nui quand le trope des points appartient à l'équationnclle s. 
De même, etc. 

On pourrait considérer deux systèmes de {n — i) points, et 
obtenir des formules donnant la valeur de l'expression 

3o. Théorème des déterminants de A pour n — i points et n — i 
tropes, etc. — litant donnés n — i points qui déterminent un 
trope »î, et n — I tropes qiii déterminent un point M, on a 
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FONCTIONS PONCTfBLLES ET T A N GEN T I EI.L E S. l3 

tous les éléments étant dirigés. Ce déterminant est nul dans trois 
cas : lorsque les points sont à un même axe, lorsque ics iropes 
passent par un même rayon, enfin lorsque le trope des points et 
le point des tropes sont associés. 

Lorsque le trope des points est conjugué de lui-même, le dé- 
terminant n'est généralement pas nul, bien qu'on ait cr^ o, parce 
que le A du second membre est alors infini ; si le point des tropes 
est en outre associé au trope des points, le déterminant est nul, 
le A est indéterminé. De même, etc. 

36. Si l'on considère maintenant n — i points M qui détermi- 
nent un trope m, et n — i autres points N qui déterminent un 
trope n, on a 

le déterminant est nul dans trois cas et on a une remarque comme 
ci-dessus. En supposant les deux systèmes de points identiques, 
on retrouve des faits connus. On développerait le premier membre 
de cette formule comme le premier membre de celle qui donne 
0-^ ; la dernière formule du n" 32 serait remplacée par une autre 
dont le premier membre serait S^a-<r'r(mn). De même, etc. 

37. Extension des formules s^ = si h', So = Si Ai. — Si l'on con- 
sidère un point M et le trope de « — i points, l'équation normale 
du trope donne s = <Ti(Mnî), lï étant la fonction ponctuelle des 
n — I derniers points. De même, etc. On peut encore partir de la 
formule (n" 29) qui donne sS^- 

(C). 38. Fonction ponctuelle de p points, etc. — Le carré de la 
fonction ponctuelle de p points a pour expression 

»2 = [[|£^]].[[x;]]; 

celle quantité est nulle lorsque les p points sont dans un môme 
élément My,_) (n° 47) et, plus généralement, lorsque l'élément dé- 
terminé par les p points est conjugué de lui-même (n"' 54, 63). 
Pour avoir o-- en fonction des seules coordonnées x, on a les for- 
mules de transformation 
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dans l'étude d'un élément M^, nous reviendrons sur ces calculs 
qui se rattachent à la relation entre les coordonnées normales d'un 
élément MJ. Je donnerai encore pour 17^ la formule suivante 
analogue à la dernière formule du n" 32, et dont le second membre 
est un déterminant d'ordre n -+~p : 



" Icc} r^J ' 



pour p^>, 
même, etc. 



B les coordonnées d'un point. De 



39. On peut écrire 

^^-[^(X',X')], 



'[; r 



le déterminant indiqué par i étant un déterminant d'ordre n où 
les éléments de la diagonale principale sont égaux à i, les autres 
éléments étant nuls ; il est facile de s'assurer que les seconds 
membres de ces deux formules sont nuls quand l'élément MJ 
des jD points est conjugué de lui-même. 
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CHAPITRE lY. 

ÉLÉMENTS M$. MOMENTS ET COMOMEÎSTS. 



§1- 

iO'. Composition des points, des tropes. — Soient des points en 
nombre quoleoiique M,M„, . . . , affectés de coefficients /r,/*,,, , ..; le 
point résultant M et son coefficient /. sont déterminés par les rela- 
tions 

k^'= k,T',-i-...\ 

le coefficient k est déterminé par la condition que les coordonnées 
X du point M soient des coordonnées normales. La composition 
des tropes est analogue. Les équations normales des points com- 
posants étant M,^ o, .. . , celle de M est ■ ' ■■■■ ', =o. 

■41. Théorème des i. — Pour la composition des points, on a, 
par rapport à un trope quelconque w, la formule 

si (i) passe en M, le second membre est nul. Une formule analogue 
a lieu par rapporta un point O pour la composition des tropes. 

i2. Théorème des ■( et des r. — Pour des points, on a par rap- 
port à un point O 

^-f(OM) = A-,-f(OM,)-H..., 
Ay(M0) = A-,7(M,0}+...; 

si M est conjugué deO, le second membre de la première formule 
est nul; si O est conjugué de M, le second membre de la dernière 
formule est nul. 

13. CoefBcient résultant. — En appliquant la première formule 
des y au point résultanl, et la seconde aut points composants. 
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^5= A? -H. . . + iyc^fY(M,M„) + y(M„M,)] + . . .; 

le signe que l'on donne à k fixe le sens de M {voir aussi n" 77). 
La même marche a donné y(M]^) ^u n" 26, et on a eu, en par- 
ticulier, la relation a =^ i . Si les points composants se confondent, 
on a ^ = A:, + De même, etc. 

44. Les points M,M,, . . , , aiFectés des coefficients A',A'„ . . ., sont 
dits en éqnilibre lorsque le point M, affecté du coefficient — k^ 
est le point résultant des autres points aHeclés de leurs coefficients : 
le point résultant est indéterminé avec un coefficient nul; ou a 
pour w quelconque ^,i,4-. . . = o, et pour O quelconque, etc. 

Lorsque l'on a seulement A' = o, le point résultant est sur l'équa- 
tionnelle double S; le A de ce point et d'un trope w est infini. 



De même, etc. 



§11. 



4S. Éléments dérivés. — Nous allons définir les éléments 
W{p + q=^ii). Soient ç tropes iti'm" ..., et supposons qu'il 
n'existe pas une même relation linéaire et homogène entre les coor- 
données u'i II',, . . . quel que soit l, l'un au moins des déterminants 
d'ordre q de la matrice des u étant différent de o. Les points M 
communs à ces tropes vérifient g conditions distinctes et dépen- 
dent de jO — I paramètres; prenons parmi eux p points M'M" ..., 
tels etc. : les coordonnées du point courant M sont données par 
les formules 

les /;■ étant variables. En outre, tous les points M sont dans tous 
les tropes m dont les coordonnées sont données par les formules 

kwi= k' œ'i-\-. . .; 

ces tropes dépendent de ç — i paramètres, et vérifient p condi- 
tions qui sont de passer par p points M. On aurait pu prendre p 
points, etc. 

Nous appellerons élément M* l'ensemble de tous ces points par 
lesquels passent tous ces tropes ; c'est à la fois : 
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r" Un élémem-lieii Mp, lien (le points clépenclaiitde/) — i para- 
mètres et vérifiant q conditions ; 

a" Un élément-enveloppe M', enveloppe de tropcs dépendant 
de ^ — I paramètres et vérifiant/) conditions. 

Un élément M^ dépend de pq paramètres. 

Un point courant de l'élément a pour équation ~ — ', "" ^=- o ; 
de même, etc. 

Deux éléments tels que MJ et MJ sont dits associab(es. 

L'élément M^ est le rayon : il est déterminé par deux points, et 
ses points dépendent d'un paramètre; l'élément M^ estl'a^ce; il est 
déterminé par deux tropes, et ses tropes dépendent d'un paramètre. 
L'élément M^,., est le trope qui peut être défini par n — i points : 
les points d'un trope dépendent de n — 2 paramètres, d'après les 
formules ci-dessus; de même, etc. 

Pour p ^z=L n on a tous les points de l'hjperespace MJJ; pour 
ç = rt on a tous les tropes, que l'on peut considérer comme situés 
autour d'un élément fictif M„, 

Un polytrope donne des éléments M^; à chaque M^ est oppose 
un M^. 

46. Coordonnées homogènes d'un ^11- — Étant, donné un élé- 
ment IM'*^ : 

i" Si l'on considère/) points de cet élément, les déterminants 
d'ordre p fournis par la matrice des coordonnées x', et dont un 
au moins est supposé différent de o, ont des valeurs dont les rap- 
ports sont indépendants des p points qu'on a choisis parmi les 
points de l'élément pour le définir; 

a° Si l'on considère q tropes de ce même élément, les détermi- 
nants d'ordre q fournis par la matrice des coordonnées Xj ont des 
valeurs proportionnelles indépendantes des q tropes qu'on a 
choisis parmi les tropes de l'élément. 

En outre, les déterminants de la seconde matrice sont propor- 
tionnels aux déterminants d'indices complémentaires de la pre- 
mière, affectés du signe ( — j)'"'^; pour le démontrer, on écrit que 
lepointM, estdans les q tropes et on élimine (/ — 1 coordonnées^, 
ce qui en laisse /) + 1 ; on fait de mèmr pour chaque point, et 
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des p relations obtenues on tire les rapports des coeflJcienls. 
Alors, en tenant compte des formules du n" ti, on voit que les 
quantités des deux systèmes '-—■ et i— ^ sont proportionnelles : ce 
seront les coordonnées homogènes x\- de l'élément M^. Ces coor- 
données sont siira tondantes. Ajoutons que, si la coordonnée x\ est 
nulle, l'élémenl M^ et l'élément Â^ de référence qui est K\ sont 
associés, c'est-à-dire que ces deux éléments ont un point commun 
et un trope commun (n" 53). 

47, Équations d'un élément M;;. — Les déterminants d'ordre 
p -\~ i de la matrice formée avec les coordonnées d'un point cou- 
rant M de l'élément et des p points qui le déterminent sont tous 
nuls; chacune de ces relations représente un trope remarquable, 
passant par l'élément et par cj — i sommets de référence. Si l'on 
considère p + i tropes de référence comme formant un système 
comparable à un poljtrope, on a les dernières formules du n" 9 et 
l'éqnation du trope remarquable prend la forme 



Les équations obtenues sont d'ailleurs surabondantes; on a un 
système suffisant en maintenant fixes/» des indices l, ce qui laisse 
gr valeurs possibles pour le (p + i)'""^. 

Un élément M| a aussi des équations tangentielles. 

48. Les premières relations du n°^l expriment quep + i points 
sont à un M^; elles démontrent que la fonction ponctuelle de 
p ■+■ I points est nulle lorsqu'ils sont à un MJ. De même, la fonc- 
tion tangenlielle de ç -H i tropes est nulle lorsqu'ils sont à un M^. 

§111. 

■49. Interprétation des coefBcients /-. — On peut interpréter les 
coefficients /c, dans le cas du n° iû, c'est-à-dire lorsque le nombre 
des éléments composants est au plus égala n. Reprenons les p -t-i 
relations qui ont servi à calculer le coefficient résultant (n" 43); 
si l'on calcule -r en laissant de côté d'abord la première relation, 
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i!lki]e;«-ts m^, jiohents et comoments. ïg 

puis la seconde, et si l'on multiplie les deux relations ainsi obte- 
nues, on voit que, en prenant pour k^ le carré de la fonction 
ponctuelle deSjO points composants, kj sera le carré de la fonction 
ponctuelle des/) points MM„M,„.. .; si l'on prend pour/- la fonction 
ponciiielle des p points composants M,Mj, . . . avec un signe arbi- 
. traire, /■,sera la fonction ponctnelle des p points MM„M,„.. ., le signe 
de cette fonction ponctuelle étant ainsi déterminé ; k^ sera la fonc- 
tion ponctuelle deSjD points M,M M,,,. . ., la lettre M remplaçant M„ 
dans la suite naturelle M^M„M,„... (cette règle se comprend 
bien en siipposanl k^^o, /f„,= o, . . . , d'où résulte k = k„). On 
aurait des résultats analogues pour la composition des tropes. 

Dans te cas p-^^n — i, si l'on prend n — i des formules du n"'i3, 
et qu'on en tire les rapports /f, ;k, . . . , en tenant compte des for- 
mules du n" 33, on a une vérification. Le cas p = n en fournit 
une semblable. Une vérification générale peut être faite avec les 
formules du n" 53. 

Lorsque le nombre des points composants est n, on peut donner 
une autre démonstration que nous exposerons en supposant que 
les points composants sont les sommets de référence; un point 
quelconque M de coordonnées X, affecté du coefficient i, est le 
point résultant des sommets de référence affectés des coefficients 
X', X^, . . . , comme on le voit en prenant les A par rapport aux 

tropes de référence; or on peut remplacer ces coefficients par j 

— — ^ — 1 -■■> en sorte que, si l'on affecte le point M du coeffi- 
cient *oi il sera le point résultant des sommets de référence affectés 
de coefficients qui représentent en grandeur et en signe les fonc- 
tions ponctuelles des pol_y tropes MAî Al . . . A„, A, MAï.. . A„, .... 
De même, etc. 

50. Transformation du théorème des A, etc. — Soient/) points 
M,M„. .. et un(/) + i)'*™*pointMsitué dans l'élément M^ que dé- 
finissent les/) premiers points; désignons par a- la fonction ponc- 
tuelle des^ premiers points, et par <7,i7„ . . . les fonctions ponctuelles 
des systèmes de points M M^M,,, . . . , M,MM„,..., ..., avec les 
signes définis précédemment : notts pourrons considérer le point M 
affecté du coefficient 0- comme le poin t résultan t des points M, M„ ... , 
affectés des coefficients a-,<7 . .. . Le théorème des A donne alors. 
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pour un trope m quelconque 



et le théorème des y donne pour un point O quelconque 

3-;(0M)= :y,-{{Om,i-h..., 
,TY(MO) = J,Y(M,0)-i-.... 
On a 

j2=,_i_H...+ a^(rjY(M,M.}-i-7(M„M,)] + ... 

(voir aussi n" 77). On remarquera que ces formules concernent 
p-{-i points dans unM^; par exemple, dans l'espace réel, elles 
peuvent concerner quatre points dans un plan. 

Si l'on suppose p^^ n -\-i, et si les n points M, M,,.. . sont les 
sommets de référence, la formule 



est identique à la formule 

ia formule qui donne la valeur de t^ est identique à la relation 
entre les coordonnées d'un point, et l'on pourrait l'écrire avec un 
déterminant. On aurait pu d'ailleurs, dans le cas de n points com- 
posants, écrire la valeur du coefficient résultant à l'aide d'un dé- 
terminant. 
De même, etc. 

§1V. 

31. Moments. Théorème des déterminants de â. — Soient deus 
éléments associabies. L'élément MJ, étant défini avec son sens par 
p points dirigés M, . . . et par le signe de leur fonction ponctuelle ir, 
et l'élément MJ étant défini avec son sens par p tropes dirigés 
m' ... et par le signe de leur fonction langenlielle S, nous défini- 
rons ici le moment des deux éléments par la relation 

ces A étant des i(M/n) parce que l'élément défini par des points 
est placé le premier; si l'on met M^ le premier, les A sont des 
i(mM), le moment des deux éléments étant multiplié par { — i)pî 
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ÉLÉMENTS M^. MOMENTS ET COMOMENTS. 3l 

quand on change l'ordre. Il est facile de montrer que le moment est 
Indépendant des points pris dans le premier élément, etc. Il faut 
encore prouver que le moment reste le même quel que soit celui des 
deux éléments que l'on définit par des points, l'autre étant défini 
par des tropes; ce fait sera démontré directement (n" o4) pour les 
moments qui seront les coordonnées d'un élément M', et le fait 
général résultera alors de la formule (n" SS) qui donne le moment 
de deux éléments en fonction de leurs coordonnées. Lorsque le 
moment aura reçu sa définition véritable (n" 107), la relation qui le 
définit ici constituera le théorème des déterminants de i (n" 110). 
Pour /? = n — I, le théorème a été démontré (n" 33), le moment 
d'un trope et d'un point étant leur A. 

On aurait en particulier la formule du n" 8 pour un polytrope 
quelconque. 

On trouvera plus loin (n" 56) une autre propriété du moment de 
deux éléments associables, relative au cas où ces éléments sont 
définis tous deux par des points, ou tous deux par des tropes, ce 
qui donne un système de n points ou im système de n tropes; 
cette propriété est celle du n" 7 étendue à un polytrope quel- 
conque. 

52. Les r, des n"" 7 et 8 sont des moments dans le polylrope de 
référence. 

53. Coordonnées normales d'un M^. — Les coordonnées nor- 
males X d'un M^ dirigé seront les moments de cet élément et des 
éléments de référence A^ ; les coordonnées u seront les moments 
des éléments de référence et de l'élément. Si l'élément dirigé est 
défini par p points dirigés M, . . . avec le signe de leur t, on aura 



Si l'élément est défini par q tropes dir 
de ]eur S, on aura 



etl'on vavoirqueces deruières quantités sont égales aux premières 
en disposant du signe de S. 
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Si. Relation entre les coordonnées normales. — Les coordon- 
nées X d'un élément AJ du polytrope P sont Icsquaruilés F'-C. Si 
l'on rapporte un éliiment M^ à P, on a 

■ — ■ ^ Ti. ' 
en tenant compte de la valeur de o-^ an n° 38 et en posant X'':= -,-> 

or des rorriiiile» du n" 38 donucnl les foiinules do Iransforinalioii 
et la relation devient 

Si l'élémenl est déOni par des tropes, on aura avec des coor- 
données x-^ la même relation ; comme l'on sait déjà que les coor- 
données a^ et les coordonnées ^^ sont proportionnelles, cela prouve 
que les dernières sont égales aux premières en disposant du signe 
de S, On a ainsi les coordonnées x\ ; les coordonnées w',' sont égales 
anx premières multipliées par ( — \)pi. 

La relation entre les coordonnées normales d'un M'' sera 
désignée par 

4(Xi.Xi-) = i, ou 2sLi,. = i, 
en posant 

on peut écrire ^ ^ ^^ 

La relation entre les coordonnées d'un élément M^ sera 
W{X,_Xl)= 1, 'i et ^F ne dift'érant que par le changement de y^^i: 
en Y^ ■ 

Comme la relation entre les coordonnées normales a pour pre- 
mier membre une fonction homogène du second degré, on peut 
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changer les signes de loiitcs les courdoimées : changer ces signes, 
c'est changer le sens positif de l'élément; ce sens étant choisi, 
c'est-à-dire l'élémenl étant dirigé, les formules dn n° 53 donnent 
des signes àaetà S pour /(points dirigés de cet élément ou f^ tropes 
dirigés passant par cet élément. 

Signalons le facteur normalisant des coordonnées homogènes. 

On peut écrire pour/> points 

i'S= = i|(-i)'-J|rili:ï, -,.|; 

cette fonction est nulle lorsque l'élément M-f, des p points est con- 
jugué de Uii-méme (n" 63). 

55. Expression du moment. Théorème des moments. ~ \y.i U'v- 
mule qui définit le moment devient d'ahoid 

^^(H,<^Mg) = [[r;]].[[x;]|. 

(Mj;Mf;) = 2'*'-^'- 

On peut considérer MJ affecté du coefficient i comme le résul- 
tant des A^ de référence affectés des coefficients X, relatifs aux 
éléments opposés, et regarder la formule comme !a (radiiction 
d'un théorème des momenls. 

56. Autre propriété du moment. — La fonction ponctuelle s 
des n sommets d'on polvtrope est donnée par la formule 
sS(,^ [r']; on en tire facllcmenl 

7 étant la fonction ponctuelle des points d'indices L, etc., M^ et 
M^ étant les deux éléments déterminés par les deux systèmes de 
points. On a de même pour h tropes 

S=^f_,)i.,Tvv'fivi;;i\i;;,. 

57. Association de deux éléments. — Les éléments M* et M'' 
sont associés lorsqu'ils ont un point commun et, par suite, un 
irope commun. Le premier étant défini par/» points, le second 
par p tropes, la condition d'association est [A|'| z= o : le moment 
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est nul; on peut é 



1^ 



Si les deux éléments sont définis par des points, om a 

etc. 

En supposant les X, fixes et les ^'•variables, la relation ci-dessus 
est l'équation normale de l'élément MJ en éléments M^ associés; 
les coefficients ne sont pas quelconques. 

§v. 

J}8. Élément NÇ transformé d'un élément Mj;. — Considé- 
rons p points M,M,,... et leurs tropes transformés n'/î" ... ; les 
p points définissent un élément M^, les p Iropes définissent un 
élément NJ, et tont point du premier élément a pour transformé 
un trope passant par le second ; tout trope du premier élément a, 
d'ailleurs, pour transformé un point du second; le second élément 
sera le transformé du premier, qui sera son primitif. Un point 
quelconque du premier élémentel un point quelconque du second 
sont conjugués; on peut définir le second élément par g points 
dont chacun sera conjugué desp points qui définissent le premier; 
le second élément est le lieu des points qui sont conjugués de 
tous les points du premier; on aurait des remarques analogues 
en considérant les tropes des deux éléments. Les coordonnées Cl 
du second élément sont données par les formules 

Les coordonnées des éléments A^ du poljtrope P sont les 
quantités IVl! '^^ "ïui définit le sens de ces éléments; on en con- 
clut cr^^Sf, ... et l'on a la règle du n" 58 au point de vue du 



S9. Comomenta; théorème des déterminants de ■; ou de F. — I^e 
moment de deux éléments associables est égal à celui de leurs 
transformés : cela résulte du théorème des déterminants de i; si 
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ÉLÉMENTS Jr^. MOMENTS iîT COMOHIÎNTS. 35 

l'on considère alors deux éléments de même espèce Mj,, N*, et 
si l'on forme la suite MJMj^N^N^, on peut appeler comomenl 

des deux éléments M', N^ le moment des deux premiers éléments 
de la suite, ou le moment des deux derniers; nous désignerons 
ce comomentpar la notation ({M*, N^)). 

Si l'on considère deux systèmes de p points M, M„ ..., N,N„ ..., 
qui définissent les deux éléments M^, N'J, on a le tliéorème des 
déterminants de y, 

^a'(CM,^,N;;)) = [ï(M,N,)). 

De même, etc. Le comoment de deux éléments identiques est i ; 
le moment d'un élément et de son transformé est égal à i. Le co- 
moment de deux éléments est égal à celui de leurs transformés. 

Les quantités j,_p sont des comoments. Si l'on considère un 
élément MJ et un élément de référence AJ, on a la suite AJ, M^, 
A', NJ; le moment des deux premiers éléments, pris dans l'ordre 
oîi ils sont écrits, est la quantité u^; le moment des deux pre- 
miers est la quantité égale t'i,; l'une ou l'autre de ces quantités 
est le comoment des deux éléments M'^, A^ ; on a 

((»i?..Ar)) =2"^ ■'«■=*•■ 

60. Expression du comoment; théorème des comomeûts. — 
Les deux éléments étant définis par p points, on a 

^a'((M^,Np) = [K|].[[Y;]]; 
on en déduit 

((M^N;o) = 2"^''i^' 

les formules de transformation donnent 

61. On 1)8»! écrire 

((M2, NJ» - 2'''"'i"2' A'-» =2-'''''"'^'-' "»*'■ 

CL c'est le Liléorcme des comoraenls. 



y Google 



62. La l'onmile donnée du début du n" BU fail connaître la va- 
leur de l'expression ^^'{[M^, N* )) par des coordonnées u et des 
coordonnées y, au moyen des formules de transformation du 
n" 38, on obtiendrait la valeur de cette expression en coordon- 
nées X et y, on généraliserait ainsi une formule du n" 38. D'ail- 
leurs, les formules de transformation du n" 38 ont conduit à celles 
du n" S-i, et la formule que l'on obtiendrait équivaut à la dernière 
formule du n" 60; on pourrait lui donner une forme analogue à 
celle que la formule du n° 38 a reçue à la fin du n" 5i, à l'aide de 
la fonction i. 

La formule du n" 38 qui donne S^t- par un déterminant d'ordre 
n -\- p rentre également dans la formule plus générale 

si..'(w.«2))-(-o'-[;,, ;!]• 

On aurait des remarques analogues à celles du n" 30, 

63. Éléments M'/„ N^, conjugués. — Les deux éléments M*, N^ 
sont conjugués, ou plutôt le second est conjugué du premier, si 
le primitif du second est associé au premier, ou encore si le trans- 
formé du premier est associé au second; la condition pour que 
deux éléments soient conjugués est \ Y^A^^ro; leur comoment 
est nul. La relation précédente, dans laquelle on suppose leay 
variables, peut être considérée comme l'équation en éléments 
associés N^ de l'élément MP transformé de M^ . 

Si les deux systèmes de points M, M„ . . . , N^N„ . . . déterminent 
deux éléments MJ, N^ conjugués l'un de l'autre, le déterminant 
d'ordre n +/» du n" 62 est égal à o; on obtient direclement cette 
relation en écrivant qu'il existe un jîoint du premier élément dont 
le trope transformé passe par l'autre. 

Les éléments Mj, conjugués d'eux-mêmes, c'est-à-dire les élé- 
ments qui sont associés à leur transformé ou à leur primitif, véri- 
fient la relation 



ils forment un complexe. La fonction ponctuelle d'un système de 
p points dont l'élémenl M^ est conjugué de lui-même est égale 
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à o {n" 54) : le délerminant d'ordre n -i-p du n" 38 est nul ; de 
même, etc. On aurait des remarques analogues à celles du n" 25. 

6-4. Coordonnées 7. — Les coordonnées «'■ sont les qiiantilés 
((Mî,Aî)),ctc.;common.i n°W. ~ 

^ VI. 

60. Identité des A pour n^i points, «-,-1 tropes; etc. — On 
peut toujours mettre n -h i points ou «4-1 tropes en équi- 
libre avec des coefficients convenables; il eo résulte pour n -\- 1 
points MM^..., et n+i tropes mm'... l'identité [i]=o. 
Pour deux systèmes de n -\-i poiiUs, on a une identité analogue 
avec des ^i etc. 



66. Relation pour n points dans un trope, etc. — Pour n points 
et n tropes, on a vu que le déterminant des A est nul quand les 
points sont dans un même trope ou quand les tropes passent par 
un même point. Cela tient à ce que n points dans un trope peu- 
vent être mis en équilibre, etc. Dans le premier cas, la relation li- 
néaire et homogène qui lie les éléments d'une colonne a pour 
coefficients les coefficients d'équilibre; pour la relation entre les 
éléments d'une rangée, oa peut considérer le Irope des points M 
comme le trope résultant des tropes m, et appliquer le théorème 
des A par rapport à chacun des points M, lesquels sont dans le trope 
résultant (n" M). C'est ainsi que, dans la relation qui exprime, 
au n" 1i, que n points sont dans un même trope, les coefficients 
d'une rangée sont X),Xi, ..., c'est-à-dire les coefficients du trope 
des n points considéré comme le résultant des tropes a. 



67. Pour deux systèmes de n points, le délerminant des y est nul 
lorsque les points de l'un des systèmes sont dans un même trope : 
on expliquerait ce fait comme le précédent; en particulier, la fonc- 
tion ponctuelle de n points est nulle lorsque les n points sont 
dans un même trope. De même, etc. 



68. Relation pour (/> -1- 1) points dans un M^ 
îidèreyj-i-i points et /) + ! tropes, le détern 



- Si l'oi 
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dans Li'ois cas : en premier lieu, lorsque les p -\- \ poiuLs sonL dans 
un même élémeniM*; en second lieu, lorsque lesj» + i tropes 
passent par un même élément M^ ; en troisième lieu, lorsque l'élé- 
ment M/,+) déterminé par les points et l'élément M''+* déterminé 
par les tropes sont associés. Dans ce dernier cas, n" 57, le déter- 
minant est nul, parce que le point commun peut être considéré 
comme le point résultant des /J -h I points affectés de coefficients 
convenables et doit se trouver dans les jD + i tropes; on aurait 
une explication analogue en considérant le trope commun. En 
particulier, lorsqu'un élément M'^ est associé à un élément de ré- 
férence AÇ, on a [^x] ] ^ o ; la relation linéaire et homogène entre 
les éléments d'une rangée est l'équation du trope remarquable 
qui passe pai- les deux éléments. 

Lorsqu'on a/) + i points appartenant à un élément M' et jo + 1 
tropes quelconques, le déterminant des A est nul parce qu'on peut 
mettre les points en équilibre à l'aide de coefficients convenables : ce 
fait donnelarelationlinéaire et homogène entre les éléments d'une 
colonne. Pour obtenir la relation entre les éléments d'une rangée, 
on remarque qu'un certain trope de l'élément M'J;!;! défini par les 
p -H 1 tropes passe par les/j + i points {p conditions) : on consi- 
dère ce trope comme le trope résultant des jU + i premiers, et l'on 
applique le théorème des A par rapport à chacun des /> + i points, 
lesquels sont dans le trope résultant; en somme, les deux éléments 
ont un trope commun. C'est ainsi que, dans les relations qui 
expriment que p -h i points appartiennent à un élément M^, les 
coefficients des rangées sont des X, 

Lorsqu'on a, p-\-\ points dont l'élément Mp+, est conjugué de 
lui-même eljO + i tropes quelconques, le déterminant des A n'est 
généralement pas nul, bien qu'on ait c = o, parce que le moment 
des deux éléments est alors infini; si l'élément 1^+' des tropes 
est alors associé à l'élément des points, le déterminant est nul, le 
moment est indéterminé, 

69. Si l'on considère deux systèmes de/i + i points, le déter- 
minant des Y est nul, soit lorsque les points de l'un des systèmes 
appartiennent à un même élément MJ^, soit lorsque les deux élé- 
ments Mj,.^, définis par les points sont conjugués l'un de l'autre; 
on ferait des remarques analogues aux précédentes. En supposant 
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les deux systèmes de points identiques, on l'ctrouvcryit des faits 
connus. De même, elc. 

70. Si l'on fait/> = M — a, au n" 68, on a « — i points et « — t 
Iropes : le déterminant des A est nul dans troi.s cas, dont le plus 
important est l'association du trope des n — i points et du point 
des n — I tropes. 

Pour deux systèmes de « — i points, n" 69, le déterminant des y 
est nul en particulier si les deux Iropes déterminés par ces points 
sont conjugués; elc. 

S Vil. 

71. Formes compagnes d'une forme quadratique. — Soit la 
forme quadratique 

/(")=2; "■'''''• 

dans laquelle cij et co. sont différents. Considérons le détermi- 
nant!^ des coefficients c supposé différent de o, et ses mineurs 
[cxi\, les indices étant dans l'ordre naturel. Les formes compagnes 
seront les formes quadratiques 

la lettre/) indiquant le nombre des indices ^ou X; les deux formes 
pf ^^ ,/ seront dites associées. PourjO =: « — i , on a une forme 
qui ne diffère de la forme adjointe que par les signes des coeffi- 
cients : c'est ainsi que la forme ax^{b -ir b')xy -{- cy^ a pour 
forme compagne c^(^-f-(6 + è')«c -)- ar^, tandis que la forme 
■ adjointe est cU- — (i+ b')\N +■ aV'K Pour /? = o, on a 

Posons,"commeau n" 21, f{^,^„)=^cuz';zi = ^,'j,{z,y, 
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ni étant d'ordre p, le second d'ordre n -+-/>, 
et les quantités F étant celles qui ont été définies au n" 1 ; en lais- 
sant de côté l'espression intermédiaire qui sert seulement à la dé- 
monstration, on a une identité remarquable. Cette identité se 
simplifie quand on suppose Ct\ nul pour l dilTérent de À. Pour 
p = n^ on peut dire que le premier membre est égal au produit 
["'][*^ii-'( + '^ïi-^f"'"- • -Il ^1"' devient rf[a,']-; une démonstration 
analogue peut se l'aire dans le cas général. 

72. Formes compagnes d'une forme biiinéaire. — Considérons 
une forme biiinéaire dont les deux systèmes de variables seront 
désignés par z et (, savoir : 

Nous aj)pellcrons/o/'mes compagnes les formes bibnéaires 

parmi lesquelles on doit remarquer la forme biiinéaire adjointe. 
On a une identité analogue à l'identité ci-dessus, les seconds 3 
élant remplacés par des t. 

T6. Remarque sur la forme adjointe. — Considérons les deux 
déterminants inverses d cl A, cl n'étant pas nul : les deux formes 

sont entièrement réciproques. La forme $ est le quotient par d de 
la forme „^^f, si la variable Z; est Identique à la variable z'—"~^ 
multipliée par ( — i)'; la forme compagne ^'S est le quotient par d 
de la forme ,/, si l'on a Z^ = {— i)'"^;''. 
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CHAPITRE Y. 

I>SEUD0-D1STA>CE, ETC. 



Le T de deux points esl un cas particulier du moment de deux 
éléments M^, M^ (Chap. VII) : pour cette raison nous désignerons 
ici deux points par M et 311^; en Géométiie linéaire, A (M, ni) de- 
viendrait ^(M, 0\L). Celte notation esl encore en harmonie avec ce 
fait que le a de deux points est un cas particulier de la fonction 
ponctuelle de p points. 

§ '■ 

7-4. Fonction ponctuelle de deux points, etc. — La i'onclion 
ponctuelle de deux points M et ;iïL est définie par la relalion 

i I -'(M,, m) I 

iTî(M,,m)= '^ ' ^[— -/(M,3H.)v(;)lL,M); 

^ ' ' j Y(31I,M) [ I ,^ > n^ ' h 

on l'évaluerait par rapport à P et P, ou à P seul (n'' 32), La fonc- 
tion tangentielle de deux tropes m et jj^ a une définition analogue. 
Pour deux points dont l'un est conjugué de l'autre, l'un des y 
est nul et l'on a généralement <!-=:: i. On peut remarquer à ce 
propos que, pour la fonction ponctuelle de p points, dont le carré 
est défini par un déterminant de y, si les éléments situés d'un 
côté de la diagonale principale sont nuls, on a t^ = i . 

75. Rayons et axes. — Un rayon est un lieu de points dépen- 
dant d'un paramètre; un rayon dirigé est défini par deux points 
dirigés M ei SV^ avec le signe du <7 de ces deux points; ses coor- 
données (n" 53) sont des q\ianlités dont le type est 
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76. Composition de deux points, etc. ~ Si l'on considère Lrois 
points MjMM,; silués sur un même ra_yon, le point M peut être 
considéré comme te point résultant des deux points M,, et M, af- 
fectés des coefficients a-{M,M) et (r(MM„) et on doit raffectcr lui- 
même du coefficient tr(M, M„). 

Nous ferons d'abord la remarque suivante; étant pris sur un 
rayon dirigé deux points conjugués M et N que l'on dirige pour 
avoir o-(M, N) = i et un point OW du ra^on, en écrivant M31LN on 
voit que le point !)V~ affecté du coefficient i est le point résultant 
des points N et M afiectés des coefficients (r(M, 311.) et o-(OIL,N) : en 
prenant les Y par rapport au point M, on trouve y(M 911') = o'{3fLN); 
on a de même ff{-^, M) ^: y(^' ■'I^)' les points J^ et SU. étant conju- 
gués sur ie rayon et dirigés pour que t{J^, D\l) ^^i. En résumé, 

.j«, M) = 7(M, ril.) = <r(9!l, N) avec a(0 SK) = i, ci(M, ?i) = r. 

Cette remarque étant faite, si nous considérons sur un rayon deux 
points M, et M„ affectés des coefficients k, et ^^ et le point résul- 
tant M affecté de son coefficient k, en prenant les y par rapport au 
point SX, du rayon qui est conjugué d'un point S\L de ce rayon, on 
trouve 

kuimi, M)-=A-,o(3IL, H,) + A-,t(3]L,M,) : 

c'est le théorème des 0". En prenant A' ^ i , on peut écrire la formule 

qui rappelle l'expression de i. Le théorème des déterminants de y 
pour deux couples de points à un même rayon donne 

Ces deux relations équivalent à celle-ci 

t(3T1:.M)(7(M,M,)+ ... -F... =,> 

en permutant iMM,M„. 

Les coefficients des trois points MM M„ étant t(:M,!\J„), etc., 
on prenant les v par rapport au point M, on a encore, comme au 
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n°50, 

a(M,M„) = o(M,M)-f(MM„)-^a(M^r,■|ï(MM,); 

si l'on prend aussi les •( par rapport à M„ et à M,, on arrive à la 
formule 

o^(M,M,) = n'(M,M)H- TÎ(MM„) 

-h t(M,M)<i(MM,)[-;(M,.M„) + -'(iV!„M,)]. 

77. Pseudo-distance M Jll, etc. — Pour deux points dirigés, nous 
déllnirons la pseudo-dislance M ail au signe près, at k ik-K près, 
par la relation 

•f(M,3 rc)+ -f (;)n..M) ^ ^^^^^^^-^^^ 

si l'o7i cliarige le sens de l'un des points, cos(ÂJ,illL) change de 



co^(M3K.-) =. X':h:'+ ... -+-Xi=^cos(AiA3)+ .... 

La relation » = i est cos(MM) = i, et l'on a l'cqualion de S eu 
remplaçant i par o. On pourrait calcnler sin^Msil. et examiner les 
cas où ce sinus est nul. 

On a pour la composition des points 

k cos(ÔM) = A-, cos{Ôm;) + . . . , 

/.■ï=/-î+...-^,A-yc„cos(M,nrj-t-.,,. 



On a encore (n" 50) 



même, etc. 



78. Un cosinus est un y relatif à une correspondance par polaires 
réciproques dont l'équationnelle double serait S (Chap. IX). Cher- 
chons la liaison entre MJIL et S. Étant donnés deux points M 
et 3ÎL, le rayon MSIo rencontre l'équationnelle double -s^ o en 
deux points ii et 11'; évaluons le rapport anharmonique 



-<«—)-. 1?i^^m- 



iclcspoin 
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M et 011. affectés des coel'ficieats i et — /f, ce ijui donne pour les 
coordonnées homogènes de ce poinlles valeurs a:' — A-^', etc.; écri- 
vons que ces coordonnées vérifient la relation ç = o, nous aurons 
k^— 3/i'cosM3rL + 1 = 0, qui donne les valeurs de /: pour les deux 
points Û et û'; appelons k celle qui répond au point Q, l'autre 
sera 7 , et nous aurons R ^: A'- : nous prendrons ^K ;= /." ; on peut 
écrire 

en disposant du signe de MOII. On a finalement 

M OIL = -^log/ï), 

que Ton doit regarder comme donnant la définition de la pseudo- 
distance; on en conclut M, M +'MM^=^ M,M„. Quand on change 
l'ordre des deux points, la pseudo-distance change de signe ; quand 
on change le sens de l'un des deux points, la pseudo-distance 
augmente de r-.. 

79. Paramètre d'un rayon, etc. — Soit un rayon dirigé ; pour 
deux points M et 3iL de ce rayon, on a facilement 



= X'! 



Y(M3]i.)-Y(.m;M) 
dirons que 9 est le p; 



en appelant 6,3 le paramètre du rajon AiAj. Un rayon dirigé est 
défini par deux points dirigés M et an., avec le signe du a; 6 est 
alors déterminé au signe près; on change le signe du a en rempla- 
çant 9 par 9 -1- Tî, et ce fait se comprendra dans un instant : il en 
résulte que, quand on parle d'un rayon dirigé, il s'agit du choix à 
faire entre 8 et7^ + 9. 

On obtiendra de même le paramètre 8 d'un axe dirigé. 

80. Fonctions t et 1. — Les deux relations qui définissent 
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cosM;)R,*!t cosli doniieiiL 

f(M31L)=cosM0îL— u(M3n)cos6, 
■;{0IL!Vl)=cosMâii: + cr(M3lt)cose; 

en multipliant el en rnmplaçant !e produit des y par ' — *'i o" a 

on disposant du signe de sin9. De même, etc. 

On doit remarquer avec soin qu'une pseudo-distance est un clé- 
ment relatif à la seule équationnelle S : il est bien vrai qu'on a 
défini celte quanlilé en considérant des C7, mais le rapport anhar- 
monique de quatre points conserve la même expression quelle que 
soit la corrélation étudiée, et la pseudo-distance ne dépend réelle- 
ment que de l'équationnelle S; au contraire, un o- est lié à l'en- 
semble delà corrélation. 

81. En général, la pseudo-distance de deux poinis dont l'un 
appartient à l'équalionnelie S est infmie, parce que le rapport 
anharmonique dont elle dérive est alors nul ou infini; il en est de 
même du a de ces deux points. Oe même, etc. 



On a 



)5(M;1H) _ sin(.M.m) _ 



82, Fonctions ■; et r. — On a 

Si deux points M et N sont conjugués sur le raj-on, on a 
Y(MN) = o, MN = 6 ou 9 + t;, selon le sens dans lequel le point N 
est dirigé, et qous supposerons dans ce qui suit MN = fl ; on peut 
dire alors que ie paramètre S d'un rajon est la pseudo-distance 
d'un point M à son conjugué N sur le rayon considéré, et l'on a 
;7(MN)= I , On a encore 
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4G cmapithiî v. 

avec -f\m = M.\ := 0. Si l'on ocril 

v(M 011) = 3(311 N), a(L'i)n.) = 7(011 M) 

avec L'M = MN ^= Q, on voit que la dilTérence entre les deux y 
lient à ce que L' el N sont distincts. 

Sur un rayon, il y a homographie entre deux points M et N 
dont le second est conjugué du premier": les points doubles sont 
les points ii et il'; et en efTetjla pseudo-distance MN est constante, 
le rapport auharmoniqiie {flÛ'MN) est constant, et cela correspond 
bien à une homographie dont les points doubles sont Q et II'. 

83. Rayons conjugués d'eux-mêmes. — Un rayon est conjugué 
de lui-même s'il est associé à l'axe transformé, et par suite à l'axe 
primitif: les deux points d'association sont les points QQ' où le 
rayon rencontre l'équationnelle double S, attendu que ces points 
sont conjugués d'eux-mêmes. Un axe est conjugué de lui-même, etc. 
Si l'on considère un rayon conjugué de lui-même et l'axe trans- 
formé qui est aussi conjugué de lui-même, le point d'association Q 
est sur l'équationnelle S, le trope d'association w est tangent à 
l'équationnelle s. 

Un rayon conjugué de lui-même a un paramèti'e 6 dont le sinus 
et le cosinus sont infinis, ce qui revient à ceci : tang-9 =± /. En 
effet, si l'on prend un point M sur le rayon, le trope transformé 
qui doit contenir l'axe transformé passe par l'un des points iltl', 
le conjugué N de M sur le rayon est l'un des points ÙQ', et la 
quantité sinMN ou sinB est infinie. Il en résulte que, sur un pareil 
rayon, le tr de deux points est nul, comme valeur d'une fraction 
dont le dénominateur est infini, pourvu qu'aucun des deux points 
ne soit Q ou iV ; c'est un cas particulier d'un fait général relatif à 
la fonction ponctuelle dcjo points dans un élément MJ, conjugué 
de lui-même. 

Le Y de deux points Met 31L sur un rayon conjugué do lui-même 
a pour valeur 



cos(M.0rO 


~< 


■otesin(MJrL), 


K,M3ll) + i 




(Mi)II) ou l/ït, 


= ,-; „„ . 


de 


même 


■/('■'Il 


w 


"TS' 
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Dans le casi parliciilier où l'on considère sur un ravon conjugué de 
Iwi-iiiêmc deux poinis M et N dont l'un, M, appartient à l'équa- 
tionnelle donble S, le t est ind<5lerminé. (On veira plus loin que 
les deux points M et N sont conjugués : en particulier, si l'on se 
donne M, le rayon est dans le trope transformé ou dans le trope 
primitif de M; on peut dire que le o- de deux points conjugués, 
lequel est généralement égal à (, est indéterminé quand l'un des 
points est sur S.) 

Nous devons ajouter ici que la pseudo-distance de deux points 
confondus en nn point de S est indéterminée; il en est de même 
<iu<r. 

Si. Les rayons conjugués d'eux-mêmes donnent une définition 
géométrique du trope transformé et du tropeprimitif d'un point M. 
En elïèt, si l'on considère un rayon conjugué de lui-même issu du 
point M, et qui perce l'équationnelle double S aux deux points Q 
et û', l'axe transformé du rayon le rencontre par exemple en Cl : 
comme le point M est sur le rayon, le trope transformé n doit 
passer par l'axe et en particulier par le point Û ; il en résulte que 
les rayons conjugués d'eux-mêmes issus du point M rencontrent 
l'équationnelle double S en d«s points situés dans deux tropes qui 
sont le primitif et le transformé du point M. Cette définition sup- 
pose seulement que l'on connaît le complexe des rayons conjugués 
d'eux-mêmes. En Géométrie plane, dans l'espace réel, les rayons 
ne sont autre cbose que les tropes qui sont d'ailleurs des lignes 
droites; on a deux couiques doubles S et j, doublement tangentes 
et formant ce qu'on peut appeler un duplex (faire la figure pour 
-des contacts imaginaires) : étant donné un pointM, on mène de ce 
point les deux tangentes à la coniques, elles coupent la conique S 
en quatre points OO'Ûil', el si 00 sont les points transformés 
des tangentes, la droite Où est la droite n transformée du pointM 
tandis que la di-oite O'û' est la droite primitive /. 

De même, si l'on considère dans un trope les axes conjugués 
d'eux-mêmes, par chacun de ces axes on peut mènera l'équation- 
nelle s deux tropes tangents w et <o' : si l'on appelle w te trope 
d'association de l'axe et du rayon primitif, l'enveloppe des trojies 
w esi le point primitif du trope donné. 

Si l'on considère un point M et le trope transformé n, les rayons 
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48 CM,u.jrftE V. 

conjugués d'eus-mèmcs issus de M avec leurs points li dans le 
trope n, et les axes conjugués d'eux-mêmes dans le irope n avec 
leurs tropes (j passant par M, les points ti sont les points d'asso- 
ciation des rayons ei des axes, les tropes ùj sont leurs tropes 
d'association. Par exemple, dans l'espace réel, on a un point M 
et un plan n : les rayons conjugués d'eux-mêmes issus de M for- 
ment un cône du second degré, dont la trace sur le plan n est une 
conique Ci lieu des points conjugués d'eux-mêmes dans le plan n; 
les axes conjugués d'eux-mêmes dans le plan n forment une co- 
nique, et le cône w de sommet M qui a celte conique pour base 
est l'enveloppe des plans tangents conjugués d'eux-mêmes issus 
de M ; les deux coniques dans le plan n forment un duplex ; à 
chaque rayon issu de M et faisant partie du cône des rayons con- 
jugués d'eux-mêmes, correspond dans le plan n un axe transformé 
qui Im est associé : le point d'association est sur la conique ii, le 
plan d'association est tangent au cône m. 

Lorsque le point M est sur l'équationnelie double S, les rayons 
conjugués d'eux-mêmes issus de ce point sont ceux des deux 
tropes qui sont le ti-ansformé et le primitif du point M, et qui 
passent en M; on peut le voir directement : en effet, un rayon 
conjugué de lui-même issu de M est associé à l'axe primitif, le 
point d'association étant M, on à l'axe transformé, le point d'as- 
sociation étant M; dans le premier cas, le point M étant sur l'axe 
primitif du rayon, le trope transformé n passe par le rayon ; 
dans le second cas, etc. 

8S. Les faits précédents peuvent être généralisés. On vient de 
voir que, si l'on considère un point M et son trope transformé, les 
rayons conjugués d'eux-mêmes issus de M donnent, par intersec- 
tion avec le trope transformé, des points conjugués d'eux-mêmes. 
Si l'on considère un point M et son trope transformé, les éléments 
Mp+i conjugués d'eux-mêmes qui sont issus du point donnent, 
par intersection avec le trope transformé, des éléments Mp'^' con- 
jugués d'eux-mêmes. Lorsque le point M esl en Û sur l'équation- 
nelie double S, on remarque que tout élément Mp^, mené par Ù 
dans le trope transformé, ou dans le trope primitif, est conjugué 
de lui-même; mais on n'a pas là tous les éléments Mp_^.i conjugués 
d'eux-mêmes el passant par fl. De même, etc. Plus généralement, 
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on pourrait considérer un élément Ma et son transformé M" : les 
éléments M§4.p conjugués d'eux-mêmes et passant par M;, don- 
nent, par intersection avec M", des éléments M'"^*^ conjugués 
d'eux-mêmes ; la figure relative an cas de la Géométrie plane 
dans l'espace réel donne un schéma qui peut aider à l'intelligence 
de ces faits. 

On a employé ici les notations du Chapitre VIII. 

86, Étant donné un point M, le lieu des points N qui donnent 
Y(MN) := o ou •■'(NM) = o se compose du trope transformé et du 
Irope primitif de M ; or, on a vu que, parmi ces poinis, se trou- 
vent les points où les rajons conjugués d'eux-mêmes issus de M 
rencontrent l'équalionnelle S : l'accord de ces deux faits résnlte 
de ce que les rajons conjugués d'eux-mêmes issus de M vont 
passer par les points où l'équalionnelle S est coupée par le Irope 
transformé et par le trope primitif du point M. 

Etant donné un point M, on peut considérer le lieu des poinis .TTL 
tels que l'on ait ff(M3H)^ o ; ce lieu est l'ensemble des rajons 
conjugués d'eux-mêmes issus de M, o- étant nul parce que le sinus 
du paramètre est infini ; ce doit donc être l'équationnelle conique 
du second degré, passant par les points communs à l'équalion- 
nelle double S et aux deux tropes qui sont le pi-imilif et le trans- 
formé du point M. El, en effet, on a pour les points du lieu 
( — Y(M3l1)y(arLM) = o, d'où l'équation du lieu 

S7. Rayons â paramètre -■■ — Les rwjons dont le paramètre S est 
égal à - formctU ilh complexe du premier degré dont on a l'équa- 
tion en faisant cosS ^:^ o dans la formule du n" 79. Sur Lin piircil 
rajon, on a 

17m = Mi\ = - , 
par suite 

c'est-à-dire que les points L' et N sont un même point dirigé des 
deux fa<;ons : le trope primitif et le trope transformé d'un point 
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du ruyon C0(i|jent lo rinon an même pciinL ; ou a ulor> 

Y(M.m) = -;(;)lLM), 

eL cela rtsulie de ce qu'on a 

Y(AlilH. ) = 3(3rL'N), 7(;)IL M ) = T(l.'aR ), 
avec ^^ 

ÏTâÎL + MTN = t:. 

ObsRfvons (r^iilliîiiL-s que l'hypothèsu 

1 -^ - 

IKAJNliSi'j =-T : 

les points i\l et N sont alors conjugués barmoniques par rapport 
anx points £iQ'. De chaque poînl M de l'Iijperespace partent des 
rayons à paramètre '-i lesquels vérifient une condition : ce sont 
les rayons associés à l'axe cjul est l'iutersection du trope primitif 
el du trope transformé du point M ; ils sont dans un même Irope, 
parce que le complexe est du premier degré. De m<îme, etc. 

Dans le cas d'une corrélation plane, dans l'espace réel, les 
rayons à paramt'lre - passent par un point {i\e F dont les coor- 
données homogènes x sont les quantités cos9^a, cos^s), cos8,a : 
ce point est le pôle de !a corde de contact des deux coniques du 
duplex ; en efl'el, la droite primitive et la droite transl'ormée d'un 
point M coupent le rayon FM en un même point N, et le rapport 
an harmonique des deux points M et N et des deux points où le 
rayon MN rencontre la conique S est égal à — [, ce qui donne 
bien - pour la pseudo-distance MN. D'après la formule du n" 79, 
le cosinus du paramètre d'un rayon est proportionnel au A du 
point F ei du rayon ; le facteur qui multiplie i est le facteur nor- 
malisant des coordonnées du point F : on verra {n°* 89, 90) que ce 
fadeur est le cosinus du paramètre du plan. De même, les axes 
ou points à paramètre - sont sur une droite fixe œ, qui est la corde 
de contact des deux coniques du duplex, et !e cosinus du para- 
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mèlre d'un point est proportionnel au A de ce point ot de la 
droite f. 

Nous ajoiilerons la remarque suivante : La formule du n" 79, 
écrite eu coordonnées homogènes, montre que cosO est indéler- 
miné pour les rayons R qui font partie à la fois du complexe des 
rayons conjugués d'eux-mêmes et du complexe des rayons à para- 
mètre — Si l'on considère les rayons pour lesquels 9 a une valeur 
donnée, le complexe de ces rayons contient les rayons R ; cela a 
lieu en particulier dans l'hypothèse 9 = o, c'esi-à-dire lorsque le 
rayon est tangent à l'équalionnelle S ; il en résulte que les rayons 
R sont des rayons tangents à l'éqnationnelle S. 

88, Équatîoniielles remarquables du second degré. — Je signa- 
lerai ici le lieu des points dont le 3' avec un poin! lixe a ime 
valeur constante. Le point (iite étant désigné pnv W et le point 
mohile par Oti, on doit avoir a'^ ^= /,-- o» 

Y(M3II).y(.')KM)-=(i — )î:!)-f(MM).Y(;)lt3ll); 

le lien est une équationnelle du second degré passant par les 
points communs à l'équalionnelle double S et aux deux tropes 
primitif et transformé du point M : cela tient à ce que le er de deux 
points conjugués dont l'un est sur S est indéterminé. Pour A' =: o, 
on a l'équationneile conique signalée an n" 86. On aurait à consi- 
dérer également l'enveloppe des tropes dont le S avec un trope 
(ixe a une valeur constante. 

Le lieu des points dont le A avec un trope fixe a une valeur 
constante est une équationnelle du second deg.ré circonscrite à S, 
le trope de contact étant le trope donné ; le lieu des points dont 
le f avec un point fixe a une valeur constante est une équation- 
nelle du second degré circonscrite à S, le trope de contact étant 
le primitif ou le transformé du point fixe. L'enveloppe des tropes 
dont le A avec un point fixe a une valeur constante est une équa- 
tionnelle du second degré circonscrite à s ; etc. 
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a. Dans l'étude du rapport aiil iiiiionique ( M Tt.l>iJ') on a à coiis[ilérer 
les différents cas où des points \iennent h se LOnfondre. En laissant de 
côté le cas où les points M et 3U, «e confondent, on peut avoir ces trois 

M et a cimfondui, 
£2 et [2 confondus 
M,Ù 2 confondue 

Dans le premier cas, la pseudo-distance des deux points M el 511. dont 
l'un appartient à S est généralement infinie 

Dans le second cas, le rayon qui joint les points M et 311. est tangent à S, 
et la pseudo-distance est généralement nulle. 

Dans le troisième cas, la pseudo-dislance est indéterminée. 

p. Au point de vue du paramètre d'un rayon, on a trois cas remar- 
quables déduits de ce qui pi'écède. 

Le rayon peut être conjugué de lui-niéine, et alors le paramètre est gé- 
néralement infini. 

Le rayon peut être tangent à S et alors le paramètre est généralement 

Le rayon peut être à la fois conjugué de lui-même el langent à S, et 
alors le paramètre est indéterminé (ces rayons font partie des rayons à 
paramètre - )• 

■(. Le iT de deux points M et 3IL étant le quotient du sinus de leur 
pseudo-disiance par le sinus du paramétre fl du rayon qui les contient, 
on a le Tableau suivant dans les cases duquel on a marqué les pseudo- 
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M ET3Tl.QljELCiON'QUl!S. 


MûuOILsurS. 


Rajon quelconque 


v 


.. 


Uajon sQio-conjugué 


v 


-■ 


Hayon langent à S 




?. 


lîayon auto-conjngiié et langeai à S 


. 


•-. 



Sur un rayon qnelconque, nn a aUics ^ = ^ pcin- deux points 4110!- 
îonques, et a = | pour deux points tlont l'un est sur S (n» 81). 
Sur un rayon auto-conjugué, dont le paramètre est iufmi, on a = — 



pour deus points quelconques, < 
sur S (n°83). 

Sur un rayon langent à S la formule ^(Mari.} = 



(^■''"'0 .., ;u,.. 



3. Si l'on calcule sin(M3H.) d'après la formule du 11° 77, on a 
I I cos(M3iV.) I 

et si l'on introduit des facteurs normalisants en supposant les coor- 
données liomogéncs, on retrouve les quatre cas possibles pour sin(M SiL). 

La formule du n" 79 permettrait de calculer sin6, etc. 

Pour a, si dans la relation entre les coordonnées d'un rayon on remplace 
ces coordonnées par leurs expressions données au n" 7S, on obtient avec 
des coordonnées homogènes une formule qui donne les quatre cas pos- 
sibles. 



. Pour deux points ronrnndu', la p«eudfi-disl 



, généralei 
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eii un point de S, il y a inilélermination. 

(f. Dans le cas d'une correspomlancc! par polaiixs lôcipiu^iics, on a ci 





M KT ail- Qi;iii.coNon;B. 


M ou 3R suK S. 


Hayon quelconque. 


'^ i' 


'=■'■ 


[îayon taiigenL s S- 


. = .. 


'--:■ 



nur le dernier cas on peut dire que le tr de dei 
t généralemenl égal à i, est indéterminé quai 



; points conjugués, lequel 
i un des deux points est 



§"■ 

89. Développement remarquable de $1. — Considérons le dé- 
terminanl si du n" -l, c'est-à-dire le délejminani des y fournis par 
les points de référence. D'après le n" 80 on a ^12:= cosia — ^,2 
et Y2i=^cosi2 +^ia en posant k,2^= a-jnCOsQu; dans le détermi- 
nant transformé avec cette écriture, les éléments sont les sommes 
des éléments correspondants d'un délerminanl symétrique et d'un 
déterminant gauche : comme il ne cliange pas quand on cliange 
simultanément les signes de tous les k, son développement ne 



contient qu 
Salmon, Al^ 
loppement, 1 

d'ordre 2p 



des termes oi!i le nombre des k est pair (voir 
ibre supérieure, n" iO). Pour effectuer ce déve- 
>us désignerons par k,i- . .^p\e Pfaffien /ci^f^'si- ■■ 
, qui est la racine carrée du déterminant gauche 

1 o /rn /.u ■■■ 1 



le nombre des I 
par exemple 
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Gela posé, on considère le déterminant A d'ordre n formé avec 
les cosinus, et les formes compagnes relatives à ce déterminanL, 
en notant les variables comme au n" 73 : p/= Vc,»ZtZs, le 
nomijie des indices /étanl/>; et ]"o» a 



ï^ = i + „_,/(A-.„...)-i-„-,/(^,. 



■■)4 



si II est pair, le dernier terme est un carré. 

Pour « = 3 (Géométrie plane) on a facilement 

î. - + s,) 1^ —jjr- h' "^ ■ ■ ■ + ■•' ""Âl" A2 cos 1 î + . . . j ; 

or, les quantités cosB^a--' sont alors les coordonnées homogènes ^r 
du pûle F de la corde de contact des deux conicjues du duplex; il 
en résulte <\y\a le facteur normalisant de ces coordonnées est 



i/-k 



i 111. 

!)0. Paramètres d'un élément iM^. — J'indiqLi 



iJÈc q„ 



s'est présentée à moi quand ce travail était près d'être terminé, et 
dont je n'ai pu profiler pour l'ensemble de l'Ouvrage. 

Le paramétre d'un rayon M, peut être défini par la relation 



■iVÔMM) 1 I 

On peut se demander si, dans un élément fixe M^ où l'on prend/) 
points quelconques, le déterminant qui a pour éléments les 
cosinus des pseudo-distances des points deux à deux, et le dé- 
terminant qui a pour éléments les Y des points pris deux à deux, 
sont dans on rapport constant. 

Pour n poitils on a (par un cidciil qui ne dilTère pas de celui 
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du n" ' 



I -f(.U,M,) ... j j X,i X,^ ... I |y(M,.4,) •:{M,\,) 



I ■ 



I v(A,Ai) Y(A,AO 
I -.'(AiA,) Y(A,A,* 






Or, les foniidlesdii n" 26 resien l exactes en l'emplacjanl les y par , 
des cosinus; il eu résulte que, dans la relation précédente, on 
peut également remplacer les v |iiii' des cosinus; (in en tléiliiit 

L-((,1I,M,|J 

en appelant u une constante qui serale paramètre |)oiietucl 
On aurait un paramètre tangentiel li pour M'„. 

[Au n" 87, pour une corrélation plane (h-= 3), on a 
pour le paramètre d'un rayon une relation qui .peut ( 



iO = i(FR) 


xt. 


o.«; 






à l'idée qt 


■«i 


•i„d,q, 


,c 


iei, 


ffl, relative 


au 


triang 


le 


de 



que la quantité -j du n" I 

être la même quel que soit ce triangle.] 

Pour/* points M,M„..., dans un M^ donné, nous emploierons 
une méthode qui pourrait être utilisée systématiquement pour 
l'étude d'un élément MJ. En considérant les points comme les 
points résultants de p points A, B, C, ... de rélément, affectés de 
coefficients a'b'c' . . . , a" !/c" . . . , etc., on aura 

[-f(M,M,)] = [«'J^xtY(A,\)], 
cl une loriiiiile analogue avec des cosinus. On en conclut 

[c°.(.'Pî:)] _ _ 

|-/(M,M,)| « ■ Y> 

en appelant s une constante qui sera le paramètre ponctuel de 
l'élément M* . Cet élément aurait aussi un paramètre tangentiel^, 
en considérant q Iropes de l'élénteiit. 
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L'éléiiieiil iM'u a un pLirauiùlre taiij;eiiLiel 13, l'iiyiiciespaue M," a 
lia paramètre ponctuel m. Un point a un paramètre tangenliel, 
un trope a un paramètre ponctuel. Le paramètre ponctuel d'un 
rayon a été désigné par 9; le paramètre tangentiel d'un axe a éti^ 
désigné par 0, 

Si l'on écrit 

[ï<'.:X.)|-t°4|S.], 

on voit que la l'onction ponctueUe de p points dans un élément 
M*, reJHtivement à la corrélation étudiée, est égale (n° 78) à la 
fonction ponctuelle relative à une correspondance par polaires 
réciproques dont i'équationneile double serait S, divisée par le 
sinus du paramètre ponctuel de l'élément M*. De même, etc. 

On trouverait sans doute pour coss) une formule analogue à 
celle du n" 79 pour cos9. 

[J'ajouterai ceci, en considérant une corrélation générale dans 
l'espace réel . Soil un tétraèdre ABCD ; apjielons a le point dont le 
plan transformé est BCD, ^ le point du plan BCD dont le plan 
transformé passe par CD, y le point du ravon CD dont le plan 
transformé passe en D; appelons a' le jjoiiit dont le plan polaire 
par rapport à S (quadrique des points doubles de la corrélation) 
est BCD, ^' !e point du plan BCD dont le plan polaire par rapport 
à S passe par CD; les droites A.a et Aa' percent le plan BCD en T 
et I', les droites Bp et B^' rencontrent CD en J et J'; la droite cca' 
coupe le plan BCD en I", ta droite p^' coupe CD en J". On a 
( n" 109) 

<î(A,li,C, D)=. T{C,D) x(li,CD)x(A, BGD), 

ou bien (n" 07, etc.) 

aC.\, li, G, D) = 3(C, D ) X t(B, J) X a(A, I) = ^^ X ^^ X '-^. 
siii-fD sinJiJ sinal 

Or, dans la correspondance par polaires réciproques dont S est 
la quadrique double, on a (n" 128, etc.) pour le dernier rapport 

^inAÏ" _ sinÂïsin(A[,BCD) _ sinÂT 
jin^ ~ siii"7isin(al, BCD) ~ MnïH"' 

parce que W el al" passent en y': et une lelation analogue pour 
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Je second rapport; on en conclut 

comme ie numérateur du secoild membre est la fonclion ponc- 
tuelle 5 du téti'aèdre relative à la correspond an ce par polaires réci 
proqucs dont S est k quadrirjiie double, on a 

sino = sir)YDsiLilïrsin5y 

ou bien, puisque y et 1> sont conjugués, ainsi que [i et J", i. et I" 



ant par fi" le paramètre du rajon CD, par 0' le paramètre 
tj'on |3^', par 9 le paramètre du rayon ax'. On peut présenter 




il ainsi de suite. 

Si le tétraèdre ABCD est oS^Xi, dans lequel a dé2)end de 3 pa- 
amètres, °i dépend de deux paramètres, et y dépend d'un para- 
iièlrc, on a d'abord 

Y(Da) -f(Dp) -fCDy) , 

d'où il résulte immédiatement que sino est la l'onetion ponctuelle 
du tétraèdre a^yD relative à la quadrique S; on retrouve ainsi la 
formule donnée pins haut. 

Celte formule montre que le rapport étudié ici restera le même 
si l'on chang'e le point A; on eu conclut qu'il est le même pour 
deux tétraèdres quelconques. 

On aurait pu adopter pour celte démonstration la mélliode de 
proche en proclie, en passant du paramètre ponctuel d'un rayon 
au paramètre ponctuel d'un plan, et de celui-ci au paramètre 
ponctuel de l'espace. J 
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CHAPITRE VI. 

ll^^■ERSECïlO^'s, etc. 



i I. 



91 . Intersection de deux éléments; question corrélative. — 
Soient deux élémeiUs M^M*, p^r^-, kÊ</; le plus peLil des quatre 
indices est/> ou x, et nous aurons trois cas : 

i" Les deuii. liléments sout associables, p-\--!z^ n, y.-\-g := n : 
ils n'ont en général ni point commun, ni trope commun ; 

2" On a /» + t: < /i, et soit p -]- t: = n — m : les deux éléments 
ont un élément M" ^j circonscrit commun, et n'ont pas de point 



3" 


Oa a y. + q<n 


, et sait x.-{- q =z 


n~ 


w : les deux éléments 


11 


un élément M^^'^ 


' inscrit commun. 


et r 


l'ont pas de trope cir- 




crit commun. 









On peut dire que deux éléments forment un sjstème de pre- 
mière espèce lorsque le nombre des points nécessaires pour les 
définir est inférieur ou égala n :/) + itgn; ils n'ont pas de point 
commun etsonlen général dans un élément Mp^^.- Deiis éléments 
forment un sjstème de seconde espèce lorsque le nombre des tropes 
nécessaires pour les définir est inférieur ou égal à n : n -i- q^n; 
ils n'ont pas de trope circonscrit commun et passent par un élé- 
ment M^+î. Deus éléments associables sont à la fois de première 
et de seconde espèce. 

92. Élément d'espèce donnée inscrit ou circonscrit à deux élé- 
ments : nombre de conditions. — On a trois cas : 

1" Deux élémenls associables qui ont un M^,_p inscrit commun 
ont un M''"'' circooseril commun ; 

2" Si les deux éléments M^jM", p<,y. ont un M,,_p inscrit 
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3" Si les deux, éléments M^ M", x </>, ont un M* "'' circonscrit 
commun, k^P^o, ils ont un Mp_[. inscrit commun. 

On peut former ie 'J'aLIeriu 

Mu yÇZv M^, Âpi~3P^' M"; 



dans le [ireioier cas, les deux intervalles extrêmes sont égaux, etc 
Ou peut donner cette classification : 





l' # ■>. 


P^O. 


p<p->. 


M,, -pincer 
Mn-i'circon 


°Tr„,.„ 


.•ISO), 


(En 


>articulierM2k 


enlique 


à M^i. 




P - / - 
l'^.p- 


<p. 


Point ccmm 
Trope com 

\550ciaLion 


un (nMM). 
™. („■ 120). 


»57). 


Poil 
Trop 


t d'un élément ( 
e d'un élément ( 

cialion d'un point 


n»47). 
nM7), 

eld'unl 


■ope{ 


"13). 


,. = .o„. 


lieux élém 


M.„„.,.p. 




cncry 


c. 









Le nombre des positions relatives que peuvent occuper deux 
éléments M^M^, au point de vue des points et des tropes qu'ils 
peuvent avoir en commun, est le plus peiit des quatre indices 
augmenté de i , c'est-à-dire y? + i ou x + i . 

93, L'ordre des deux éléments étant M' M*, on a rattaché l'élé- 
ment inscrit commun à M^ en l'écrivant M^.,,, et l'élément cir- 
conscrit commun à M^en l'écrivant M''"''. Si l'on fait le contraire, 
on désignera l'élément inscrit par M^_q, l'élément circonscrit 
par M"-«; on aura d'ailleurs 

le nombre o étant déterminé par l'intervalle qui sépare les deux 
éléments donnés dans le Tableau du n" 92, et les conditions 
^P^o donneront 
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94. Si l'on appelle Mp et M-^ l'élément ln-;criL coinini 
ment cii'coDscrit commun, on a 

ît les deux éléments donnés seront MplJ.^ etMpJy; on a 
Mû Mo+i^ Mjtn M". 



Cette notation est bonne lorsque p et w sont donnés. Par 
exemple, le nombre des conditions nécessaires pour l'existence 
des éléments Mp et M" est po-, 

9o. Conditioas. — Soient deux éléments M|, MJ cjiii ont un élé- 
ment Mp inscrit commun : si l'on considère un élément M,, ^, inscrit 
à M^, cet élément et l'élément Mp ont un élément Mp.,.,. circon- 
scrit commim, et ont par suite un point Mi commun; ce point 
étant dans Mp se trouve dans Mj^ et appartient par suite à tout 
élément M^"^' circonscrit à M^ : il en résidteque tout élément Mp+, 
inscrit à M-J et tout élément M**"^' circonscrit à M^ sont associés; 
ou encore, un élément Mi.+, défini par P + i points de M^ et un 
élément M''"^' défini par P + i tropes de M5J sont associés. Alors, 
dans la matrice à laquelle donnent lieu les A des points M qui dé- 
finissent M' et des tropes [a qui définissent M*, tous les détermi- 
nants d'ordre P -+- i sont nuls. 

De même, dans la matrice à laquelle donnent lien les A des 
points art qui définissent MJ et des tropes /n qui définissent M^, 
tous les déterminants d'ordre Q -+- 1 sont nuls. 

On trouvera au n" 120 les relations entre les coordonnées de 
deux éléments M.J, M^ qui ont Mp inscrit commun. 

§ "■ 

96. Conjugaisons. — Étant donnés deux éléments M^ M^, sans 
supposer ici /><;■::, si l'on considère la suite L^M^MJIS^, on 

pourrait étudîerla position des deux premiers éléments ou celle des 
deux derniers qui sont leurs transformés; on aurait à considérer 
également les deux éléments dans l'ordre inverse, avec la suite 
LP M^M* N;. En résumé, on aurait à étudier U position de l'un 
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dos cléments donnés par rapport au primiti{ on au U'ansloriiié de 
l'autre. Je ne ferai que signaler celte étude. 

J'ajouterai seulement ceci : pour deux éléments formant un 
système de seconde espèce, ^ + x^/i, dans la suite LJM^MJ^Npe 
premier élément peut être inscrit au second, auquel cas le qua- 
trième élément est inscrit au troisième ; nous dirons alors que M^ 
etMn sont pleinement conjugués àe seconde espèce; îeFde deux 
IropesmetyL appartenant aux deux éléments est nul. De même, etc. 
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ClIAniRE YII. 

ÉQUATION AL:\ \' l'IUNCIPA 



On nonsidèro, dans ce Clia|jilre, deivs éléments quelconques 
M^MJ; deux points seront M et ;)rLj deux LrO|jes sci'ont m et [T., 
un point et un trope seront M et [i.. 



97. Le A d'un point et d'un trope. — Soient ini point M et un 
trope |J. dirigés : 

1° Considérons la suite ^[j-M Jb dans laquelle / et iïb sont diri- 
gés, et oii ]A est avant M :1e rayonMSÎi oir R rencontre le trope ^ 
en un point iJR- que nous dirigerons à volonté, et l'on a, comme au 
n" 76, ti-ois points 311.M Jt dont les deux extrêmes sont conju- 
gués; si l'on dirige R d'après 3IL de façon qu'on ait i7(3IL-%):= i 
ou {âÎLX}— 6, le point M affecté du coefficient i est le résultant 
des points X et 3R. affectés des coefficients 5(,mM) et cr(i\I.)ii); 
en prenant les A par rapport au trope [*, ou a 

i(^iM) = a(3R.M) avec <T(3R-aTi) = i; 

la condition est facile à retenir en se rappelant qu'on doit avoir 
i{;j.3î:,) = i. 

D'autre part, l'axe tu. ou A détermine avec M un trope m que 
nnus dirigerons à volonté; on a les trois tropes l^m, et si l'on 
dirige l'axe A d'après m de façon qu'on ail S( ^»j ) ^ [ ou (//",) := B, 
on obtient 

A{nM)=S{^w) avec ^(lm) = ,. 

2" En considérant la suite J^Mpi/i où M est avant jjl, le rayon ^M 
ou R* rencontre jjl en un point 011-', l'axe an ou A* détermine avec 
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.pc m', cl l'on a 









) = '■ 

Qiiand M fist sur J^3Z-, le point ;iri.* est le point ;1R, ot nous le 
dirigerons de la même façon. Si n — i est pair, on doit avoir 
<r(3ILM) = ff*(MaR.), R' est donc R dirigé en sens inverse; en 
même temps, si la corrélation est une correspondance par polaires 
réciproques, J^et X sont un même point dirigé de la même façon, 
etl'on a<7*(^3rL) = T{;)ll.X). Si n — i estimpair, R* est iden- 
tique à R; en même temps, pour une correspondance par polaires 
réciproques, 4^ et X sont im même point dirigé de deux façons 
difi"érentes, etc. 

Il est bon de remartiiier qu'on a X-(md\1)= A-(ulM); en efiet, 
les trois tropes l^m passant par un même axe, leurs poiùts trans- 
formés MXN sont sur un même rayon R, etc. Si l'on voulait don- 
ner le signe, il faudrait donner le sens de m. et de D\L; on pour- 
rait, par exemple, diriger 3lî- d'après m de façon que le rayon 
dirigé Rfût le transformé de l'axe A. 

98. Inversement, en laissant ici les signes de côté, on peut con- 
sidérer la fonction ponctuelle de deux points 3-(M-JH.) comme le 
A de l'un des points et du trope qui passe par l'autre et par l'axe 
primitif du rayon M;i|L {ou par l'axe transformé); de même, on 
peut considérer la fonction langentielle de deux tropes comme 
un A. On peut remarquer que le 1 de deux points iM et ;)R. est 
égal au S des deux tropes m et \j. qui passent par ces points et par 
l'axe primitif du rayon M3R.; ce fait est facile à comprendre : en 
effet, si nous menons par l'axe les deux Ifopes wdi' tangents à 
l'équationnelle double s, leurs points transformés sont les jmints 
QÙ' où le rayon perce l'équationoelle S, et ces points sont ceux 
où les deux tropes ww' rencontrent le rayon; on comprend alors 
que le rapport anharmonique des quatre tropes m. [Atoio' passant 
par l'axe doit être égal à celui des quatre points Mailiiii' où ces 
tropes coupent le rayon, c'est-à-dire que le pseudo-angle des 
tropes m et ;j. doit être égal à la pseudo-distance des points M 
et;Tt.; le paramètre de l'axe ou le pseudo-angle {Im) est alors 
égal au paramètre du rayon qui est la pscudo-dislance des deux 
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points du ï-ajoii cnlre / cl m; et, finalement, le S des deux tro[jcs 
m et V, est égal au tr des deux points M et 311.. 

Observons encore qne le a de deux points peul être considéré 
à deux points de vue différents : on peut le considérer comme un A, 
et, à ce point de vue, les deux points sont comparables aux deux 
éléments M^MJ que nous étudierons dans ce Chapitre; on peul 
aussi le considérer comme une fonction ponctuelle, et alors les 
deux points sont un cas particulier d'un système de p points. 

On comprend bien comment le y de deux points est uu i (par 
définition même); on a, par exemple (n"' 76 et 97, 2"), 

7((Vi;)!L) = <r(aiLN) = i(;)ri.«) avec t(M.'\) = ;. 

99. Extension de l'idée de perpendiculaire commune, — Oit 
fera d'abord la figure schématique suivante, où les éléments M^^ 
sont représentés par des droites ; sur la droite de la figure et en 
haut une droite M^, sur la gauciie en bas une droite M-, celle-ci 
en trait gras parce qu'elle représente un axe; une droite M^ et 
une droite M^ (celle-ci au-dessous) rencontrent M^ en M et OR, 
et déterminent avec M- deux plans m et \i. que l'on indique par 
un arc comme on indique un angle ; au-dessus de M* vers la droite 
deux droites Nj N^ rencontrent M:, en .% et N, et au-dessous de 
MjJ vers la gauche deux droites L^ etLJ déterminent avec M^ deux 
plans l et')-; enfin, à gauche de MÔ, une droite M^ en pointillé 
rencontre M^M^LpLJ en M'OT^'L-J^*, et à droite de M^ une 
droite M^ en pointillé gras détermine avec M^M^N^N^ des plans 
[ji,m,v,n,. Les plans représentent des l.ropes. L'axe M* est le 
primitif du rayon Mj ; l'autre axe est le transforme du rayon cor- 
respondant. 

100. Considérons deux éléments quelconques M'J MJ^ avec l'hy- 
pothèse permise jo < TT, >:<; y : les points et les iropcs du pre- 
mier seront désignés par M et m, les points et les tropes du 
second par 'ÙVii et y.. Soient N^ l'élément transformé de M^ et N^ 
l'élément transformé de M^^; les points de ces deux éléments se- 
ront désignés respectivement par ÎH et X, le point N étant trans- 
formé du trope m, etc. Il est facile de voir qu'un rayon Ma, assu- 
jetti à avoir un point commun avec chacun des quatre éléments 
considérés ici, est délcimiiu';. Nous désignerons par IMOILNk les 
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points en lesquels un de ces rajons rencuntie les quatre olciiieiits. 
Au lieu des éléments transformés N^Nj, on peut d'ailleurs consi- 
dérer les élémenls primitifs h^, LJ ; un rayon M; peut rencontrer 
les deus éléments donnés et leurs éléments primitifs en des points 
que nous appellerons M*3TL*L'4^. 

De même un axe M^, assujetti à avoir un trope commun avec 
chacun des quatre élémenls M^M^JL^LJ, est déterminé; et d'ail- 
leurs, à chacun des rayons Mj obtenus précédemment correspond 
un axe M' qui est l'axe primitif du rayon ; nous désignerons par 
«([aA les tropes communs à «n de ces axes et à chacun des 
éléments considérés, en observant que ces tropes sont les Iropes 
primitifs des points NxMSUj considérés ci-dessus. Au lieu des 
élémenls primitifs LJL^, on peut d'ailleurs considérer les élé- 
ments transformés; un axe M^ peut avoir un trope commun avec 
chacun des éléments donnés ou transformés, et nous désignerons 
ces tropes par //j'ji'^'v'. 

101. Le nombre des rayons M^ ou des axes M^ est le plus petit 
des quatre indices/?, ç, î:, k, c'est-à-dire/) ou k, d'après l'hypothèse 
faite au début. Ce fait résultera du degré de l'équation aux i^ 
principaux; on pourrait s'en rendre compte à l'aide de considé- 
rations analogues aux considérations d'homographie qui dé- 
montrent dans t'espace réel l'existence de deux droites rencon- 
trant quatre droites; l'idée essentielle est que, par un point, on 
peut mener un seul rayon rencontrant deux éléments associables, 
et le cas le plus simple est celui de deux éléments de même es- 
pèce ou de deux éléments associabies. On verra comment le degré 
de l'équation aux A^ principaux est en harmonie avec le nombre 
des positions relatives que peuvent occuper les deux éléments. 

Nous ferons observer que, à chaque rayon M^ doit coiTespondre 
un axe M'i de telle façon que l'on ait a{M3rL) = S(7kY*); ou en- 
core, à chaque rayon M, doit correspondre un rayon M^; je n'ai 
pas éîucidé cette question. 

102. Équation aux 4^ principaux. — Etant donnés les deux 
éléments Mj^Mîi, considérons les rayons M^ qui rencontrent ces 
deux éléments et leurs transformés, et les axes primitifs M- qui 
ont un Ifope commun avec ces deux éléments et leurs primitifs, 
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et conservons les notations précédentes : noiTs désigneroiis sons 
le nom de ^principaux les i des points M et des tropes jx corres- 
pondants; ce sont aussi, en laissant les signes de cûlé, les i des 
poicts 31L et des tropes m ; ce sont enfin les a- des couples de 
points M et SK, el les S des couples de tropes m et [x. Le nombre 
de ces A principaux est le plus petit des quatre indicesjO, q, Tt, x, 
c'est-à-dire le plus petit des deux indices /? et x ; nous allons cher- 
cher l'équation au carré des A principaux. 

Définissons le premier élément par des points M, M,^ . . . Mf^,), 
et ie second par des tropes ij;' ji" . , . ; soient M un point du premier 
élément, [j. on trope du second : le point M affecté du coefficient i 
peut être regardé comme le point résultant des points M, M^ . . . 
affectés des coefficients k,k„ . . .; le trope w., affecté du coeffi- 
cient I, peut être regardé comme le trope résultant des tropes 
iji' [j." . . . affectés des coefficients h' l\' . . . . Pour obtenir un rayon 
Mj, nous prendrons les points M et X sur MJ' Nj, et nous écrirons 
l'existence des points de rencontre SItetN; pour cela nous écri- 
rons directement l'existence du point i)tV, et nous écrirons comme 
il suit l'existence du point N : considérant l'axe M^ primitif 
du rajon Ma et les tropes / el jj. primitifs des points M et 3îi, nous 
écrirons que l'axe ^ ]* a, avec l'élément M*, «n trope commun m 
dont l'existence entraîne celle du point N. 

1° Écrivons que le rajon MX rencontre M^ en un jioint 311. 
En considérant les trois points M3lt-% on voit que le point OÎL 
est le point résultant du point 3t. affecté du coefficient 3-(M3it) 
ou — i{u.M) en prenant o-(3IL3î:.) = i et du point M affecté du 
coefficient r ; si l'on écrit que ce point 3lt est dans chacun des 
tropes [j.' y." . . . on obtient des relations dont le type est 

ou enfin 

>t,A(M,ti')-i-A-,A(M„ii')-+-...= i(M(i)[A-'-i-rr([iV)-H ...J. 

2" Écrivons de même que l'axe l)). a un trope commun m avec 
l'élément M^. Si l'on considère les trois tropes Im^i., on voit que 
le trope m est le trope résultant de [a et / affectés des coefficients 
1 elS(m[A) ou — ^ i{^M) en prenant £{^m) = i; en écrivant qu'il 
passe par les points M,M„... on obtient des relations dont le 
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f>8 ,:im-irin: vu. 

tjpe est 

A(,i;M,) = i(uir)i(;,\I,) .y„ A(M,rj.) = i{Mj*)y(M,M), 

ou enfin 

k'Si (M, ['■') + '-"H^l'/) + . . . = i(^l ;J.) L^-, + ''■■„T('"\',!^1„) +■.-"!■ 

L'élimjnalion des coefficients /■ entre ces deux séries de 

relations donne l'équation chercitée, en posant pour abréger 
i = a(iVf;A) : 

r i.-;(M,M,) i(M,i.') n ^_ 

L i(M,n') A.r(lJ:>')J 

le premier membre est un déterminant d'ordre p ~\-v.oii n — S, 
dont les p premières rangées se rapportent auK éléments M, . . . 
occupant le premier rang, les v. dernières rangées se rapportent 
aux éléraenis ja' , . . occupant le second rang, les p premières 
colonnes se rapportent à M, ..., les y. dernières colonnes se 
rapportent à. a' .... 

L'équation écrite sous cette forme est du degré p-i-y-; mais 
elle ait— /> ou p—y. racines nulles selon que le plus petit des 
quatre indices est p ou x, en sorte qu'elle est du degré ip ou du 
degré ax. Dans le premier cas, si l'on divise les x dernières 
colonnes par A, et qu'on multiplie ensuite les p premières rangées 
par A, ce qui supprime précîsémcnl. les •/. — p racines nulles, 
l'équation prend la forme 

et c'est une équation en i^ du degré yj; le terme indépendant, 
obtenu en faisant i^ := o, n'est pas nul, parce que le nombre des 
colonnes restantes dans les p premières rangées est supérieur ou 
au moins égal su nombre des rangées. Dans le second cas, ou 
obtient une équation analogue du degré x, les A^ portant sur les 
quantités P; mais on peut aussi garder la forme ci-dessus, en 
observant seulement que l'équation a alors p — v. racines nulles 
et en convenant de décrire le premier membre par (A')/'"''. On a 
ainsi l'équation aux carrés des A principaux, et l'on voit que son 
degré est le plus peUt des quatre indices />, q,r.^ •/.. 
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103. On a sLipposé l'élément M^ le plus rapproché de Mo dé- 
fini par des points, l'élément M^ défini par des tropes, et l'on a 
pris A (Mm) : c'est ce que l'on peut faire de mieux. Toutefois, on 
peut définir l'élément M* par des points, l'élément MJ par des 
tropes, et prendre i(31Lm); l'équation aux A principaux se pré- 
sente alors sous une seconde forme, le premier membre étant un 
déterminant d'ordre T^ + q oa n -\-o : c'est une équation du degré 
T -f- ^, ayant q — ^ ou t: — q racines nulles, c'est-à-dire le même 
nombre de racines nulles que précédemment, el l'équation aux 
carrés des A principaux se présente avec le degré t: ou q; mais, en 
posant it — p^= q ^x^S, cette équation a 3 racines égales à i , 
et le nombre des A principaux véritables est p ou x; c'est ce que 
nous allons montrer. 

L'éf]uation en question est (sans racines null(^s pour -rz-^q on 

Si l'on remplace A^' ^jar i — (i— i^), en considérant i— A^ 
comme l'inconnue, il faut montrer que cette inconnue a o valeurs 
nulles; or, pour former un terme en (i — A^)^*"', i prenant les 
valeurs S, ,.,, i, on prend (i — A^)Y(ffl'L3ïïj) dans S — (termes et 
lemultiplicateurest un déterminant d'ordre «-1-Î qui est un mineur 
du déterminant ci-dessus pour A = i : je dis que tous ces détermi- 
nants sonlnuis; on va voir, en effet, que le déterminant ci-dessus, 
quand on y fait A = i, a tous ses mineurs d'ordre n-i-i égaux à o. 
Les relations qui conduisent à l'équation aux i^ sous sa forme 
actuelle sont 

■f(jiL,;)R) 



elles sont toutes vérifiées en supposant que le point 3IL est en 
même temps un point N transformé de m, et faisant A = i ; or, les 
éléments Mj et MJ ont un élément Mg inscrit commun, et les 
points de cet élément qui dépendent de o — i paramètres sont des 
points DîO et en même temps des points N : si l'on considère alors 
m comme le résultant des tropes m' m" . . . , -31L comme le résultant 
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des Lropes 31L,;)IL„ . . . , les relations ci-dessus dans lesquelles on 
failA^i donnent ^ + ^ ou n + S équations homogènes par rapport 
aux coefficients k, lesquelles doivent se réduire à n; donc, le 
détertninanl ci-dessus, quand on y fait i = i, a tous ses mineurs 
d'ordre n + i égaiis à o. 

10-4. On a pris les rayons qui renconlrenl les deux éléments 
donnés et leurs transformés, les axes qui ont un Lrope commun 
avec les éléments et leurs primitifs ; on peut prendre les rayons qui 
rencontrent les deux éléments donnés et leurs primitifs, etc. 

105, Équation aux valeurs du produit y(M31I) y(311M:) ou i— i=. 
— On peut définir les deux éléments M^ M^ par des points 
M,M„ . , . M^, 3IL,3lî.„ . . . 3\tn ; mais alors on forme une équation 
aux -valeurs du produit Y(M3ro) y(3ÎLM) ou i — AS M et 3lt 
étant les points d'appui sur les deux éléments donnés d'un rayon 
qui les rencontre ainsi que leurs transformés. 

Les points M et 3K, étant pris sur les éléments donnés, écrivons 
que le rayon M 311^ rencontre les éléments transformés. Le point 
N considéré comme résultant de M et STU doit être conjugué des 
points M, M,,...; de même le point Jt doit être conjugué des 
points DV., Ort„ ... ; on doit donc avoir, en considérant les deux 
systèmes de trois points MN3il-, 3R.XM, et les points M, et 311., 
par exemple 

'!(N3H,)y(M,M)+ s(MN)y(M,31L) = o, 
5(5t,M)Y{0IL,3rc) + CT(0r^X)-r(3IL,M) = o, 
ou bien 

Y(M3rL)-f(M,M) =Y(AÏ,3I1.), 
Y(3n.M)Y(3lt',0Tl.) = Y(^ï^,M): 

donc enfin, en considérant le point M affecté du coefficient i 
comme le point résultant des points M, M,, . . . affectés des coeffi- 
cients k,k„ . . ., et le point ÙiL comme le point résultant des points 
31t, SIL,, . . . affectés des coefficients K,K,,..., on a 

Y(M3K.)[^,-i- A-,y(M,M„) -t-...] = K,Y(M,3TL',)-HK°Y(M,;T|L.)-^,.. 

Y(3rL,M)[K,-(-K,Y(3lL,3R-J-l-...]- k,~!{fftL.M,) -h /r„y{3K-,M,) ^ .. .; 

l'élimination des coefficients /: et des coefficients K entre les deux 
séries de relations ainsi obtenties donne larelation suivante, dans 
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EQUATION AUX i* PBINCIPAUX. 7I 

laqriolie on a posé pour abréger y = y(M3R) et f = y(Ori,M) : 

le premier membre est un déterminant d'ordre /) + tt. 

Celte relation est du degré /> en y, du degré t: en f'> mais le 
premier membre est divisible par -f^ ; si l'on divise les ît dernières 
colonnes par ■[•', et qu'on multiplie ensuite les jO premières rangées 
par Y (ce qui supprime le facteur y'^), en remplaçant ff par 
I — i-, on obtient l'équation 

cette équation donne les valeurs de la quantité i ^ A^ ; on peut 
encore la considérer comme étant, sons une nouvelle forme, 
l'équation aux i^ principaux, et elle est du degré p. Si l'on fait 
porter les i — i^ sur les termes y(9R-3II.), on a une équation du 
degré -re en i — A^ avec S racines nulles, ou du degré tï en A^ avec S 
racines égales à i , Remarquons encore que, dans le cas p 4- u <; n, 
l'ordre /> + ti du déterminant étant inférieur à n, l'équation aux 
I — A^ n'a pas de racine étrangère égale à i, et l'équation aux 
A^ n'a pas de racine nulle étrangère; mais, dans l'hypothèse 
/) -i-Ti;= /î + u), auquel cas l'ordre />+iî du déterminant est 
supérieur à n, l'équation aux i — A- renferme w racines parasites 
égales à I , et l'équation aux A^ a le même nombre de racines nulles 
étrangères. 

Au lieu de définir les deux éléments par des points, on peut les 
définir par des tropes; on a alors un délerminant d'ordre ^-\-g, 
et l'équation aux i — A'^ se présente avec le degré x; si l'on a 
X + ^ <; n, celte équation n'a pas de racine étrangère égale à î , 
ou encore l'équation aux A- n'a pas de racine nulle étrangère. 

106. Racines nulles dans l'équation aux A' principaux, — On a 
vu, au n" 92, que le nombre des positions relatives des deux 
éléments M^Mj^esl le plus petit des quatre indices p, q, it, it aug- 
menté de 1, c'est-à-dire le plus petit des deux indices /> et x aug- 
menté de i; le degré de l'équation aux carrés des A principaux est 
lié à ce fait. 
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Supposons, par exemple, jO ■< x, €l ptenoiis rôfjualion ans i- 
sous la forme (Iti u" 102, qui est la meilloiiro; nous pourrons 
l'écrire, en considéranL comme inconnne — 1^ en niison de fails 
iiUérieurs, 

Au(— i2)/'H-...-i-Ap(— Aï);'-P+Ap_n(— iî)"-ii'+ii-i-...+ A,,= i), 

et il est facile de s'assurer que, si les deux éléments considérés 
ont un élément inscrit commun M^,_,., l'équation aux \'' n p — V 
racines nulles, c'est-à-dire que l'on a 

Ap^o, Ap+i=o, ..., ■ A;,^^,. 

En effet, on pciil développer l'équation aux A- en produits de 
mineurs d'ordre /? formés avec les p premières rangées multipliés 
par les mineurs complémentaires d'ordre x formés avec les k der- 
nières rangées; pour former un terme du degré jo — R ayant pour 
coefficient A(i, on prendra pour les p premières rangées/* — R 
colonnes parmi les premières et R colonnes parmi les dernières, 
et, par suite, pour les % dernières rangées on prendra x — R co- 
lonnes parmi les dernières et R colonnes parmi les premières; dès 
lors, pour que le coefficient Ap^, soit nul, ainsi que tous les coef- 
ficients suivants, il suffit que tous les déterminants d'ordre P + i 
soient niils dans la matrice formée avec les quantités i{M^ [x') : 
et c'est bien ce qui a lieu comme on l'a vu au n" 9o. 

Pour P=o, l'élémentM^est inscrit à l'élément Mj^ : l'équation 
aux i^ a alors toutes ses racines nulles. Le coefficient Aq est essen- 
tiellement différent de o; c'est le produit du carré de la fonction 
ponctuelle desjo points M^M,,. , . par le carré de la fonction tan- 
gentielle des -/, tropes ^l'u." .... 

Si l'on prend l'équation aux A-, soi/s l;i forme du n" 103, avec 
S racines étrangères égales à i, 

^-Bu(— Aî)"-^-^-I!((^-L(— i^l^-l'!+ii-f-...-Hli^=o, 

on verra de même que, les deux éléments ayant un élément in- 
scrit commun M^-q, cette équation a -r. — Q racines nulles, c'est- 
à-dire que l'on a 
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107. Moment de deux éléments. — Nous hippelleroiis inoinciil 
de deux éléments J\F, M J Je produit des i principaux relatifs à ces 
deux éléments ; si l'on prend la première forme (n" 102) de l'équa- 
lioQ aux i^, on a, dans l'hvpolhèse p <^x. 



Moi,.^ = (-.)' 



[-f(,U,M,)]ir(ii';^')] ■' 



et une formule analogue dans i'Ii;)'potlicse contruifc. Oji peut, 
d'ailleurs, calculer le carré du moment avec la seconde forme de 
l'équation aux i principaux donnée au n" 103, attendu que la 
présence de racines étrangères égales à i m; change pas le produit 
des racines. Et si l'on suppose que le premier élément est M" dé- 
fini par les n tropes de référence, le second M^ étant défini par 
des points, on retrouve la formule du n" 38, en admettant que le 
carré du moment est égal à i. Si l'on suppose que le second élé- 
ment est M," défini par les n points de référence, etc. 

108. Application aux fonctions ponctuelles, etc. — Soit 
/» + Tt 5 n ou /» S /i . Les deux éléments étant définis par des points, 
reprenons l'équation aux i — A-; considérons l'équation aux i^ 
sous la forme qui en résulte, et. prenons le produit des i-. Nous 
aurons 

M !- I TOrL,M,] Y(.m,.-)rL,-) J 

' [V(M,M,)Jx[Y(9l1,jrt,)) 



Nous avons donc ce lliéorème, qui concerne la Géométrie dans 
un élément M^^^ : la fonction ponctuelle d'un système de points 
dont le nombre j5 + r. ne surpasse pas n est égale an produit de 
la fonction ponctuelle de p de ces points et de la fonction ponc- 
tuelle des Tc autres points, multiplié par le moment des deux élé- 
ments que ces points déterminent respectivement; les éléments 
M^MnMj,_^n sont dirigés, et les fonctions ponctuelles ont des si- 
gnes ; le moment est cehii des deux éléments dirigés M^ M^ consi- 
dérés dans l'élément dirigé Mp+^; l'ordre des points dans la fonc- 
tion ponctuelle des/>-f- ■;* points est celui-ci : on met d'abord les 
p points dans le même ordre que pour la fonction ponctuelle des 
p points, et ensuite les-;: poinls.,(.'C|[c rc!;le délinit le signe du mo- 
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inent fies doux, élémenls dans l'élément qui les cmiLleni; et il est 
facile de voir qu'elle ne diffère pas de la règle donnée au n" 9 du 
Chapitre I; il y aura seulenientà faire voir, n''lJ6, que le signe du 
moment est indépendant des points considérés. Quand on change 
l'ordre de deux éléments, ce moment est multiplié par (— 1)/"=, et, en 
effet, on le considère dans M^+„. Le moment des deux éléments 
est nul lorsqu'ils ont un point commun, auquel cas tes deux élé- 
ments sont dans un M^^^.,; la fonction ponctuelle est nulle. 

On aurait un théorème analogue {Géométrie autour de M*+*) 
en considérant deux éléments définis par des tropes, avec l'hypo- 
thèse k4- y ^rt. Alors, quand on change l'ordre des deux éléments, 
le moment est multiplié par ( — i)î% parce qu'on le considère au- 
tour de ^1*+". 

On peut dire que deux éléments de première espèce, n" 91, ont 
un moment ponctuel (Géométrie dans un élément), que deux élé- 
ments de seconde espèce ont un moment tangentiel (Géoinétrie 
autour d'un élément). 

109. Moment d'un point et d'un élément, etc. — Pour un point 
M, et un élément M^, il n'y a qu'un i principal qui est le moment : 
on mène par ce point le rayon qui rencontre l'élément et son trans- 
formé. L'élément M^ étant défini par des tropes, la valeur de i^ 
est donnée par la formule du n" 102 qui renferme alors un seul i'. 
Si l'élément M^ est défini par des points, on a le théorème du nu- 
méro précédent avec un énoncé plus simple : la fonction ponc- 
tuelle d'un système de points, dont le nombre ne surpasse pas n, 
est égale à la fonction ponctuelle de ces points moins le premier, 
multipliée par le moment du premier point et de l'élément déter- 
miné par les autres. Comme conséquence, prenons des points 
en nombre n que nous désignerons par A, B, C, D, . . . , et soit 
(A, B, C, ...) la fonction ponctuelle d'un certain nombre de ces 
points; désignons par AB le rayon défini par les points A et B, 
par ABC l'élément Ma défini par les points A, B, C,ctc., et soit 
(AB, C) le moment de l'élément AB et du point C, etc.; on a 
successivement 

(B, C, D) = (C, D)(B, CD), 
(A, B, C,D) = (C, D)(IS,CD)(A,KCD), 
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Pour un élément MjJ et un Lrope M' , il y ii de même un seul i 
principal qui est le moment, etc. 

l'IO. Moment de deui éléments associables. — ]*our deux élé- 
ments associables M'j, et M^, si l'un est délini par des |)oints et 
l'autre par des tropes, on a 

et une formule semblable; on retrouve ainsi comme produit des 
A principaux la quantité appelée moment au Chapitre IV, et l'on 
a le théorème des déterminants de A, n" 51. 

Le théorème général démontré plus haut donne la seconde pro- 
priété du moment indiquée au Chapitre IV; le moment entre à la 
fois dans l'expression de la fonction ponctuelle et dans l'expression 
de la fonction tangentielle d'un polylrnpe. 

Lorsque le moment est nul, les deux éléments sont associés. 

m. Cas où le moment de deux êlémenta est nul. — On peut 
se demander quelle est la condition nécessaire et suffisante pour 
que le moment de deux éléments M' MJ soit égal à o, c'est-à-dire 
pour que l'un des A principaux soit nul. SoitjO ^x oujD-t-Tt-</i; 
si les éléments ont un point commun, il y a un des A principaux 
qui est nul et le moment est nul, mais cela fait x — jo -|- i condi- 
tions non nécessaires; pour que le moment soit nul, ou que l'un 
des A principaux soit nul, il faut et il suffit, d'après . l'équation 
aux I — i^ ou d'après le théorème qu'on en a déduit, que, dans 
l'élément Mp^.^ qui contient les deux éléments donnés, la fonc- 
tion ponctuelle de /> + « points soit nulle, et, pour cela, il suffit 
que cet élément M^^.,r soit conjugué de lui-même. Par exemple, 
dans le cas de deux points, le moment n'est autre chose que la 
fonction ponctuelle, et l'on sait qu'elle est nulle si le rayon des 
deux points est conjugué de lui-même. Dans le cas général, il est 
facile d'apercevoir le A qui est nul : l'élément Mp+r; étant con- 
jugué de lui-même, il y a dans cet élément un point qui appar- 
tient àN''+''; comme les deux éléments M^ MJ^ sont associables 
dans M^4.^, on comprend que par ce point passe un rayon qui 
rencontre M' et ÎM^; il rencontre aussi N'J et NJ, et c'est un des 
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rayons qui rpnooiiLrciU les éléments donnés et leurs transformés; 
mais ce rayon est conjugué de lui-même, car il est dans M^_|.„ et 
son axe transformé passe par N''+'^ et, en particulier, par le point 
considéré plus haut; dès lors, le t (ou le A) fourni par ce rayon 
est égal à o. 

Dans riiypolhèscx</>, on aurait un résultat analogue au pré^ 
cèdent. 

Pour deuxéléments M» M^'.lemomentestnul s'ils sont associés. 

lia. Moment d'un système d'éléments. — Soient des cléments 
quelconques A, B, C, D, E, mais tels que le nombre des points 
nécessaires pour les défiair csl tout au plus égal à « ; on peut 
appeler moment de ce système d'éléments l'expression 

(A, B, C, D, E) = (D, E)(G, DE)(B, CDE)(A, OCDE), 

DE désignant l'élément le plus simple circonscrit aux deux élé- 
ments D et E; c'est un moment ponctuel; quand les éléments 
donnés sont des points, on a la fonction ponctuelle. De même, 
soient des éléments quelconques a, b, c, d, e, mais tels que le 
nombre des tropes nécessaires pour les définir est tout au plus 
égal à K : on peut appeler moment de ce système d'éléments l'es- 
pression 

(a, 0, c, d, c) — (d, e}(c, ds){ù, cde) [a, bcds). 

de désignant l'élément qui est l'intersection des éléments d el e; 
c'est un moment tangentîel; quand les éléments donnés sont des 
tropes, on'a la fonction tangentieile. 
On a la formule générale 

(A,B, C, D, E) = {A, lî,G)(n. IC)(AliC,DE), 

qui donnerait lieu à un grand nombre de conséquences; on en 
conclut, en particulier, qu'on peut changer l'oi-dre des éléments 
sans changer la valeur absolue du moment. Quant au signe, la dé- 
finition montre que, si l'on échange les deux derniers éléments D 
et E, le moment est multiplié par ' .' ' ; la formule montre 
ensuite que, si l'on échange deux éh'nienfs consécullfs B cl C, ]i- 
moment e;il uuiliiplié P*ii' (Tr'-jïy 
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113. Équation aux i^ principaux en fonction des coordonnées- 
— Les deux éléments M* MjJ étant définis par des points, si l'on 
prend l'équation aux i — i=, elle donne facilement 



si l'on fait poiier les i — A- sur les termes y(0JI3H) on obtient 
l'équation sous une autre forme avec 3 racines parasites égales 
à 1. Pour p^Vi on p + r:^n, l'équalion n'a pas de racine nulle 
étrangère ; pour /) -|- t: = " + to, il faut diviser le premier membre 
paf(A>)». 

Ponr ramener le terme du plus haut degré en ( — A-) à avoir 
pour coefficient l'unité, il faut diviser par u^i?'^, en désignant par 
<j et ff' les fonctions ponctuelles des deux systèmes de points; et 
alors le coefficient du terme en ( — i-)""", R£Ç, est une somme 
de produits dont l'un s'obtient comme il suit. On prend des in- 
dices fixes en nombre p — R, des indices fixes en nombre x — R, 
ces deux séries d'indices pouvant avoir des indices communs en 
nombre 6; nous désignerons ces indices communs par g ■ ■ ■ g '■ 
les premiers indices seront/ . . . fg ... ^, le nombre des /étant 
p — R — S, les seconds indices seront h ... kg ... j^, le nombre 
des Aétant/. — R — S; eu posant 



;, - r. - t: 



-S, 



il reste des indic 
par i ... ij ... ^ 
en nombre S + 6 



'S en nombre R -f- S + 9, que nous désignerons 
, les indices i étanl en nombre R et les indices^ 
; pour abréger, nous désignerons les suites d'in- 
dices f ... g ... h ... i ...j ... -psr FGHIJ, et le nombre de 
ces indices est donne )>ar le Tableau suivant : 



- R — lî S -( 
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L'un des l'acleiirs du jiroduil, donné jiar Je déterminant 
e^t alors 

les indices étant dans l'ordre naturel; le ^ est relatif aux différents 
groupes de R indices i que peuvent donner les R + S + 9 indices 
IJ; les fonctions tangentielles sont relatives à la figure de réfé- 
rence. L'antre facteur est analogue : les x et les ^ sont remplacés 
par des u et des u, les S sont remplacés par des t; mais chaque 
terme est divisé par un produit de h qui est d'ailleurs le même pour 
tous, et qu'on peut remplacer par la quantité 

SfC Sf[J X UFC "KU X ïy ï^jjo- 

Or, d'après le n" 9, où l'on écliange F et H cl où l'on prend 
pour indices J d'une part GI d'autre part G, on a 

on a encore 

(— iJ'-iJufciofj ïjFGr.FJ —(— r)"'"ŒKGŒnj'''iF«,FiJ, 

et, dans cette formule, en définissant les ■t\ du polj'trope P comme 
ceux du polytrope P, on peut souligner les 'r, en mettant en haut 
les indices qui sont en bas. 

Alors, le terme considéré plus haut, et qui est un terme du 
coefficient de ( — 4^)'''", a pour valeur 



^ .^ICI.tJ ^ ,)fl.l,fj ■ 



' sont les moments réduits des éléments de référence 
i se rapportent les coordonnées qui figurent en numéra- 
aurait pu écrire, par analogie avec la formule do a" o5, 

V ^ll"' „FGI 

ensuite varier les indices fixes, et l'on obtient des termes 
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do difl'iiiTJitRs espèces d'après le nombre 9 des indices g- (voir un 
exum|)ie au n" 120). Ces termes se simplifient pour =i o. 

m. Pour p^K, l'équation précédente est bonne; ponr jO^x, 
il faut diviser le premier membre par { — A^)/""^, ce qui remplace 
( — i^)''"" par { — i-)^^"; c'est donc Tiin ou l'autre selon qu'on a 
/) + Tt5« ou X + YÏ"- Si l'on suppose les deux éléments définis 
par des iropes, l'éqnation se présente avec le degré x qui est exact 
pour y-%p; pour y-%p, il fant diviser le premier membre par 
{ — A^y^-p, ce qui la ramène au degré />. Les coefficients se pré- 
sentent sous la mémo forme que ci-dessus; il faut, en effet, 
échanger les lettres ie et ^, et mettre en bas les indices qui sont en 
haut et réciproquement, en échangeant F et H : or cela ne change 
rien. 

L'ordre des deux éléments étant M^MJJ, les points du premier et 
les tropes du second joneot des rôles analogues dans le terme ob- 
tenu à la fin du n" H3 : on a le produit a;™ Snci- Poui' deux élé- 
ments M' M', l'équation aurait une seconde forme, en échangeante 
et S, et cela sans racine parasite égale à i . 

Si, au lieu des deux éléments M^Mj^, on considère leurs trans- 
formés ou leurs primitifs, l'équation aux A principaux est la même. 
On peut remarquer à ce propos que, pour passer de l'équation aux 
A principaux pour deux éléments Mj; M^ à l'équation relative à 
deux éléments MJMÇ, il faut échanger e et ^, en échangeant en 
même temps F et II. 

lis. Expression du moment. — Pour avoir le caiTC du moment, 
en supposant p-{-n^n (Géométrie dans un élément), il faut 
faire R^p, ce qui exige 9 = o; il n'y a plus ni indices /, nî 
indices ^. Le nombre des indices h est x — p ou w, en faisant 
^-i-îT=n — ti), et chaque système d'indices h donne pour le 
carré du moment un terme qui est un produit de deux facteurs : 
le nombre des indices i est/», le nombre des indices/ est tv, et ces 
indices sont pris de toutes les manières possibles parmi les ii — ai 
indices autres que les indices h ; les indices HIJ forment la série 
complète des indices i, 2, ..., n. On a pour lo carré du moment 



T-ê?r^^ 
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la ^ioinme lUanl relative à Lotis lus sj-sLÈiiies de <a indices 11; la 
quantité ï,'"" est le moment des deux éléments de référence Â^Â^ 
auxquels se rapportent les coordonnées du noméraieur. 

Si l'on suppose p-\-T:yn (Géométrie autour d'un élément), 
l'équation aux A^ a des racines nidles en nombre p —v. ei pour 
avoir le carré du moment il faut faire R =: x, ce qui exige 9 = o ; 
il n'j a plus ni indices h ni indices g. Le nombre des indices/ 
est/5 — X ou w en posant /j +-71=: n + w, le nombre des indices i 
est X, le nombre des indices y est i/, et les indices FIJ forment la 
série complète des indices 1 , 2, . . ., n. On a 



'"^•-'ïîi;^!;'^ 



Il est intéressant de comparer cette formule à la précédente. On a 
deux éléments Mj^MjJ, avec deux cas possibles jO <;k ou y.<ip; 
pour déduire la formide du second cas de celle du premier cas, on 
échange x et Ç, et l'on met en bas les indices qui sont en liant et 
réciproquement avec écliange de F et il. Ce résultat se comprend 
Lien en supposant que, dans le second cas, les deux élémcnls sont 
définis par des tropes comme au \\" \\\. 

Pour deux éléments associables, p -4-7:= /(, on a 

les deux facteurs du second membre sont égaux et l'on icuouve lu 
formule du n" So qui donne un signe au moment. 

HG. On peut vérifier le résultat précédent et le rendre mnémo- 
nique; on suppose p -\- -n <. n : \a relation entre les coordonnées 
d'un élément Mp+n conduit au moment des éléments M^ et M^, 
et cette méthode a l'avantage de rapprocher tous les moments pour 
lesquels la somme p -Y--r.a la même valeur. Considérons l'élément 
Mp+^ défini par les/) points M el les t: points ;)IL, c'est-à-diie 
l'élément Mp_|_„ circonscrit aux deux éléments donnés; ses co- 
ordonnées sont données par des formules dont le Ivpe est 
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cr désignant ici ia fonction ponctuelle lies p -+■ -re points; si l'on dé- 
veloppe le déterminant en produits de mineurs d'ordre p multipliés 
par des mineurs d'ordre -n, on obtient (n" 108) 

c'est une formule de Géométrie dans M^+„, la ligure de réfé- 
rence étant un élément M.P+^ (Chap. VIIT). On aurait de même 



2|^-"-- 



Si l'on se reporte alors à la relation entre Ici coordonnées de 
l'élément M^+n, qui est 



on retrouve le résultat précédemment obtenu. 

Au n" S4, dans le calcul de la relation entre les coordonnées 
normales de l'élément Mp_^T^, on a eu recours à la formule du 
n° 38 qui donne t-; en écrivant ta formule sur laquelle repose le 
calcul du n" HîJ réduit à la recherche de 311.=, on reconnaît que 
les deux modes de calcul de 3IL* sont en somme identiques. 

Lorsque Télémetit M,,4.T, est conjugué de lul-mcmc, on a 



et cela correspond à Sli^o; la fonction ponctuelle des p + tt 
points est nulle. 

[La méthode précédente peut être étendue. Considérons deux 
éléments M^ M^ pour lesquels on a /) + tc <^ n et deux autres élé- 
ments de même espèce que les premiers NJJ N^ ; on pourra calculer 
le produit du moment des deux éléments M par le moment des 
deux éléments N, multiplié par le comoment des deux éléments 
Mp^nNp+TT que déterminent les éléments donnés; cette expression 
sera nulle lorsque les deux éléments M;,^nN/,^n seront conjugués. 
Par exemple, dans l'espace réel, M^ et M^ peuvent être un point 



t une droite.] 
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117. Considéi 
jioiir Ifistjuels on 



. Éléiiienls M„M„ 



L'élément Mp^T, est alors un trope, et la 
données peut s'écrire soiis la forme d'un i 
obtient alors sous une forme simple, et 
coordonnées x et ^, le moment des dei 
que, dans l'espace réel, le carré de la 



relation entre ses coor- 
léterminant égal à o ; on 
en fonction des seules 
s éléments. C'est ainsi 
itance d'un point à une 



droite en coordonnées tétraédri(|iies est donné par une formule 



118. Moments réduits. Explication des coefficients Ap, — Lorscjuc 
les deux éléments M^ M^ ont en commun un élément inscrit Mj,_,,, 
un élément circonscril M'''"^ (Géométrie autour d'un élément, 
dans un élément ; par exemple, droites autour d'un point dans un 
plan), on peut appeler moment j'érfuii le produit des A principaux 
qui ne sontpas nuls; le carré de cette quantité est le coefficientAp 
du terme en (^A^)''"'' de l'équaiion générale, les coefficients 
suivants étant nuls. Nous allons trouver une propriété de ce mo- 
menl. 

Considérons des points en nombre /i — P =: t: — Q dont les 
indices seront désignés dans leur ensemble par A, des points 
d'indices D en nombre P, des points d'indices E en nombre Q ; 
nous avons deux éléments MpM^ aj'ant un élément M^_p inscrit 
commun, un élément M"""'' circonscrit commun. Définissons une 
quantité a par la relation {voir le n" 9) 



l'ordre des indices étant celui que la notation indique; nous al- 
lons voir que \i. est le moment réduit des deux éléments M^n M^eî 
considérés autour de M^ dans M^^j;- 
Écrivons l'identité 
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les indices GFIJ étant respeclivement en norabrp D, p — P — 0, 
Pi Q + 9;.dans la deuxième colonne du premier membre on 
peut remplacer les premiers Xj et les xj, par des zéros, et en 
développant le premier membre en produils de mineurs d'ordre/) 
pfir dns mineiii-s d'ordi'c it on oblicnt 



PII appcluuLx'^'' nne coordonnée de l'élémenl Inscrit conmuin, et 
^ii(j une coordonnée de l'élémenl circonscrit commun; c'est une 
formule de Géométrie autour d'un élément, dans un élément, 
avec une figure de référence tjni est simple dans le cas 9 = o ; la 
notation A, D, E est en harmonie avec la notation F, I, J. On 
voit déjà que i(. est indépendant des points choisis pour définir les 
trois éléments. On a une formule analogue avec des (/, des u, 
des ïj. Ecrivons alors la relation entre les coordonnées de l'élément 
M„_p et la relalion entre les coordonnées de l'élément M""'' ; 



en tenant compte des relations ci-dessus, on obtient pour jx- 
le coefficient du terme (^A-)''"'' dans l'équatton aux i^ ; il en 
résulte que la quantité désignée par u. est le moment réduit. 

Ce moment a nne propriété corrélative de la précédente, qu'on 
obtiendrait en définissant les éléments par des tropes. Au n" 9, on 
vérifie la concordance de ces deux propriétés pour des t, qui sont 
des moments réduils, à l'aide des formules du n" 6; comme 
celles-ci peuvent se déduire des formules des n"' 7 et 8, lesquelles 
ont été étendues à un poljtrope quelconque (n"* §6 et 51), la 
vérification peut être généralisée. 

En posant/) — Piz= p, x — P =^ t, on voit que la relation entre 
les coordonnées d'un élément Mp, multipliée par la relation entre 
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les coordonnées d'un :;lômcnL M'^, conduit au monienl, rôduil des 
deux éléments M?^^ ^^p+Qi 4"^' 'ï"*' ^'^''' '''i '^^^ deux élénienls 
élaat supposés avoir nn élément Mp inscrit commun. 

Le coefficient Ap de l'équation aux i^ principaux est lié à l'écri- 
ture Mp+^Mp+JJ. Ajoutons que, pour P = o, la loi g-énérale des 
coefficients de l'équation aux i^ prtDcipaux donne le coefficient A^ 
sous la forme du polynôme égal à i qui est écrit plus liaul. 

Les deux éléments M^ M^ ajanl en commun un élément inscrit 
M i„ un élément circonscrit M""'', si l'un de ces éléments est 



conji 



usué de lui^ 



■*■■ ^lilC 



le moment réduit des deux éléments considérés est alors égal à o. 
[On pourrait considérer deux éléments M^ M^ ajanl en commun 
un élément inscrit Mp.,. et un élément circonscrit M"""'", deux élé- 
ments N^ N^ ajant en commun un élément inscrit N^.,, et un élé- 
ment circonscrit N''~'',et calculer le proiluildu moment réduit des 
deux éléments M^M^ par le moment réduit des deux éléments 
N^Nn, multiplié par le comoment des deux éléments inscrits 
M pNj^p et par le comoment des deux éléments circonscrits 
M'''"''IS''^''; cette expression sera nulle lorsque les deux éléments 
inscrits seront conjugués, et aussi lorsque les deux éléments cir- 
conscrits seront conjugués. Par exemple, dans l'espace réel, on 
peut considérer deux systèmes de deux droites concourantes.] 

119. Pour les deux éléments de référence A,,, A^j, on vérifie 
facilement la relation donnée plus haut, avec Q = o. 

120. Condition a pour que ^J,M^ aient Hp inscrit commun. M" 
circonscrit commun. — Lorsque deux élcmenls M^ MJ ont un élé- 
ment M.,_,. inscrit commun, w.: élément M'-""'' circonscrit com- 
mun, loos les termes du coefficient Ap . sont nuls cl l'on a 



E$S=». 
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Il" nomliic des indices g étant 0, celui des indices / étant 
^_^(P4-i) ._0^ eiceliii des indices /iétnnt x — ( P + i) — D; le 
nombre des indices i'est P + i, celui des indicesy estQ + i + 'i, 
en posant p — P =^ -s ^ — Q. 

On aurait d'autres conditions qui se rattacheraienl à l'autre 
forme de l'éqnalion aux i^ principaux. 

Si l'on fait 9 ^ o, on a les conditions les plus simples, les 
mêmes d'ailleurs des deux façons. Les deux éléments inscrit et 
circonscrit étant désignés par Mp et M"^, pour obtenir un système 
de conditions distinctes' en nombre p'(n" 94), il suffit de prendre 
les p ^ 1 indices/parmi p indices déterminés, et les t — i indices 
h parmi o- autres indices déterminés. 

Pour on point commun, il faut faire \? ^p — 'iP+ ' =p< et il 
n'y a pas d'indice g; de [même, etc. En supposantjo ^ i , on re- 
trouverait les équations ponctuelles d'un élément M^; pour x =: i 
on aurait les équations tang^entielles d'un élément Mj^. 



■; III. 

121. Équation aux ■(' principaux. — Etant doniiés les deux 
éléments M;;M^, dans cet ordre, considérons la suite LjM^M^Nj 
et les rayons qui rencontrent ces quatre éléments (ou les axes qui 
ont un trope commun avec cbacun d'eux) : si l'on veut former 
l'équation aux A principaux pour les deux éléments LJ Mji ou pour 
les deus éléments MJN", on aura précisément à considérer ces 
rayons. Nous donnerons à ces A le nom de f principaux pour les 
deux éléments M^M^ pris dans cet ordre, et nous les retrouverons 
plus loin à un autre point de vue. Le degré de l'équation aux y" 
principaux est le plus petit des quatre indices p, q, tî, x. 

L'équalioD aux y^ principaux pour les deux éléments donnés 
est, par définition, l'équation aux A^ principaux pour les deux élé- 
ments Mj^LJJ. Or, les coordonnées (LJ, AJJ) de ce dernier élément 
sont les coordonnées (M55,A") de l'élément MJJ; de même, les 
coordonnées ^LJ, Aj^^sont les coordonnées {Mn,AJJ). Il en résulte 
que, si l'on re|)réiente l'équation du n" 113 poj' la uolntinn 
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122. Autre point de vue. — Dans ce qui siiil, jjour éviier loutc 
confusion entre les deux formes de l'équation aux A=, nous dirons 
ta forme 102 et la forme 103 : la première est relative au cas où les 
deux éléments que l'on considère sont définis l'un par des points 
et l'autre par des tropes, la seconde est relative aii cas où ces deux 
éléments sont définis par des points. 

L'équation 103 donne les valeurs du produit Y(M3ri.)-['{3ruM) 
ou yy', m et 3R- étant les points d'appui sur les deux éléments 
donnés d'un rayon qui les rencontre ainsi que leurs transformés. 
On aurait d'une manière analogue l'équation qui donne les 
valeurs de la quantité y^ : il suffit de changer l'ordre des deux 
points dans les iî dernières rangées du premier déterminant; dans 
le second déterminant, au lieu deff on a y*, et l'ordre des points 
est changé dans les tc dernières rangées. Or, les deux éléments 
M^L^ étant alors définis le premier par des points et le second par 
des tropes, si on leur applique la méthode 102 pour former leur 
équation aux A principaux, on reconnaît que les A obtenus sont 
égaux aux y que l'on vient de considérer : en sorte que les quantités 
désignées au n" 121 sous le nom de y principaux sont les quan- 
tités y{M3lt'). [On en conclut que si l'on considère les élé- 
ments L!J M' Mn N|J N", à chaque rayon qui rencontre les quatre 
premiers répond un rajon qui rencontre les quatre derniers.] 

123. Comoment de deux éléments. — Le comoment de deux 
éléments MJ.MJ pris dans cet ordre, ou le moment des deux élé- 
ments L"M^ est le produit des y principaux; pour deux éléments de 
même espèce le comoment est naturellement identique au como- 
ment défini au Chapitre fV. 

Ajoutons ici que l'équalion aux y- [)rincipauK peut avoir des 
racines nulles; on aurait à [-éprendre l'idée indiquée aii n" 9G. 

124. Moment de deux éléments pleinement conjugués; etc. — 
Considérons deux éléments M ^ Sl^ formant un système de première 
espèce, /> + ît < ", et supposons que ces deux cléments sont plei- 
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nemeiit conjugués (n''96); dans S'éqiiation du n" lOo, les valeurs 
du produit ■ff' sont nulles, et tous les A^ sont égaux à i comme on 
le verrait d'ailleurs directement. De même, etc. En particulier, le 
carré du moment (ponctuel ou tangentîel) de deux éléments 
pleinement conjugués (de première ou de seconde espèce)est égal 
à 1. 

Il en résulte que le carré du comomcHt de deux éléments dont 
l'uu est inscrit à l'autre est égal à i . 

1!^. Équation aux f-;' ou aux i — i*. — Le n" 122 amène un 
rapprochement entre les équations 102 et lOS. Il importe avant 
tout de mettre en évidence le fait suivant : si dans l'équation 102 
on remplace A^ par i ^ — (i — A'^), on a une équation que l'on doit 
considérer comme donnant les valeurs de la quantité i — A*; l'é- 
quation lOo dans laquelle on a remplacé le produit '[Y par i — A^ 
donne les valeurs de la quantité A^; on a ainsi deux équations 
dont les racines sont complémentaires par rapport à i : l'équa- 
tion 102 ou équation aux i — A^, l'équation lOo ou équation 
aux A^ ; l'équation i02 est donnée par un déterminant d'ordre 
/y-l-x, l'équation lOo est donnée par un déterminant d'ordre 
/? + t:; et la première peut être développée d'une façon analogue 
à ce qui a été fait pour la seconde au n" 113. 

Or il y a de même une équation aux i — y- et une équation 
auxy^ : aun" 122, on a formé l'équation aux i ~ y^ [on a appliqué 
en effet la méthode 102 et il faut remplacer y^ par i — ( i — Y^)]^ 
et l'on a rattaché cette équation à l'équation 103 qui est l'équation 
aux A^ ou aiTx i — yy' ; en sorte que l'équation aux i — y^ est liée 
à l'équation aus A-. Inversement, l'équation aux i — A' ou aux yy' 
est liée à l'équation aux y- ; cette dernière a été écrite au n" 121 , 
et l'équation aus i — A- peut s'écrire 

y;;f[,-v,(-,)™.H^,jUj^l = <.. 

[Dans le cas d'une correspondance par polaires réciproques, 
l'équation aux yy' est identique à l'équation aux y^.] 

En résumé, on a une équation aux i — A^ et une équation 
aux A-, une équation aux i — y* et une équation aux ys ; l'équa- 
tion aux L — A^, étant une équation auxy-;'', rappelle- par sa fo.rm,e 
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réc|iiatJon aux y-, lanilts t|ue réquation aux A-, (Hanl une équalion 
aux 1 — yy', rappelle par sa foriiie l'équation aux i — y^- 

L'équaûon aux i- et l'équation ans i — i^ sont réciproques. 
Pour passer de la première à la seconde, il faut remplacer la 
fonction f^,j^ par la fonction f^'^-, remplacer A^ par i ~- 4^, rem- 
placer Ç"'^par {— i)'«5(^et?''^par ^'^. 

126. Exemple. — Nous vérifierons l'équation ci-dessus dans 
un cas particulier. Considérons deux droites MjSïla dans l'espace 
réel, et formons l'éqiiatîon aux A principaux pour une corrélation 
donnée, le tétraèdre de référence étant indifféremment la.Vi ou 
ABCD. Les quantités i\ des n°= H3 et 9 sont des moments de cor- 
rélation relatifs aux arêtes du tétraèdre de référence prises deux à 
deux, les deux arêtes considéi'ées pouvant être associées ou op- 
posées; on a par exemple, eu mettant les éléments dans l'ordre 
qui supprime les signes en évidence, 

S(c,ft)2(c,«)r,'^V" = i:(c,6,a), 
i(D, A) <t(D, B) v,D«,nB = !t(D, A, B), 

et la quantité 't^fm est le moment réduit des deux arêtes DHet DA. 
Le premier terme de l'équation est A'. Dans le terme en — A^, le 
nombre des indices de chaque espèce est donné par le Tableau 



elll faut faire successivement Ù ^ o, =^ [ . J-,e terjne îndépendai 
est le carré du moment. On a l'équation 



K9 



Lorsque les deux droites sont associées, le terme indépendant 
de celte équation est nul. Lorsque les deux droites sont identiques, 
le coefficient de A* est nul, chaque terme étant nul : les termes de 
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a scuoLide ligne sont nuis par la relation entre les coordonnées 



homogènes d'une droite, les termes de la première lign< 

parce que, dans le cas général, on peut les écrire sous la forme 

On remarque alors que, dans le cas de dea\ droites identiques, 
on a encore — ^^^^ — ^— = o, el l'on est conduit à introduire de 
nouveaux termes dans le coefficient de i^, en les détruisant par 
d'autres. Or, si l'on considère les termes de la seconde ligne dans 
ce coefficient, el qu'on en retranche le terme indépendant de l'équa- 
tion (en se réservant de l'ajouter ensuite), il reste après réduction 
trois termes de la forme 






Remarquons maintenant que les termes de la première ligne 
dans le coefficient de A- peuvent être écrits autrement. Etant 
■ donnés deux éléments M* M', lorsqu'on cherche dans l'équation 
aux A* la partie du coefficient de (— A^}p~' qui répond à () = o, il 
faut faire R =; S ^ i , et l'un des termes est de la forme (début du 
n» H3) 

hf ...hfh^.hj ...M h'- 
en transformant le dénominateur d'après des formules données au 
n" 8, on ohiient 

[On peut voir, à ce propos, ce que devient la formule du n" 118 
pour deux éléments M^ qui ont Mp_, inscrit commun. M?"' cir- 
conscrit commun, en faisant 6^0; on a alors des indices f en 
nombre p — i , des indices h en nombre cj — i^ il reste deux in- 
dices i et j, et l'on a la formule 

I arfi x^i 1 
i^ ' =1 ^K,- ^r; I 

qui rentre dans le théorème des détcrrairianis d 

(„" 180).] 
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Les premiers lernies du coefficient de i^ deviennent 

;t l'on aurait pu les écrire ainsi immédiatement. 
On est alors conduit à mettre l'équation aux A- sous la forme 



.^(^.-..)(î3^^...> 



Dans cette éqiiation, le fait que les deux droites jouent le même 
rôle est en évidence, ce qui n'avait pas lieu avec la première forme, 
l'une étant alors considérée au point de vue ponctuel et l'autre au 
point de vue tangentiel. Cette équation offre d'ailleurs un intérêt 
particulier comme étant relative à deux droites dans l'espace réel. 

Si l'on pose maintenant ~ ^= A''^, on obtient l'équation 

/:*([ — A) — /f=(A--l5)^i- B = o, 



i^i — A)— i^(i — i')(A — li)-i-]i(i — i-^)==o: 

pour 15 =;o on a une valeur nulle de A, pour B ^ o, A ^ o on a 
deux valeurs nulles de i; pour A. ^ i on a une valeur nulle de 
1 — A^; pour A = i,13= i on a deux valems milles de i — A-, On 
est ainsi conduit à poser 

et l'équalion aux valeurs de i — A- prend la forme 
(,„A')'-(i-iî)(A'+R') + B'=o. 
Or, dans le cas actuel, les deux fonctions f^^^- et f^lf sont idcn- 
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(l(jucs; <in doit (!onc avoir d'après le n" 123 



-(=*^-0(^-)^ 



011 s'en assure facilement en mettant A sous la forme d'un déler- 
minanl qui est i — B', et A' sous la forme d'un déterminant qui 
est I — B. 

Si l'on remplace i — A- par yy*, on voit que le coefficient B' doit 
être le produit des comoments des deux droites, prises successi- 
vement dans l'ordre M^aHaetdans l'ordre SR^Ms; c'est bien ce 
qui a lieu. 

Si l'on reprend l'équation aux valeurs de k- donnée plus haut, 
en posant A — B =: A' — B'^=C, on peut l'écrire sous la forme 
B'/c'— CA2-(-B = o. 

En conservant seulement les coeificients B et B' un a encore 
l'équation très simple 



On remarquera que l'équation ans i- pour àcu\ drc 
l'espace réel peut s'écrire 



A 



((Mî,01U)) I 



,. , . IS B' . . . 

i équation — H — — ^ = i devient alors 



(M.,31L,)' +(iM,,3Rj)2 = o; 



et il est facile d'en rendre compte en écrivant 

y- ri' 

A et i| sont relatifs ans deux rajons qui rcocoiilrenl les dcuN 
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127. Autre exemple. — i'diir un jiojnt eL un Lropo, on a 

-(^^■■■)(¥-> 

Pour deux poinls, en applir|uant la remarque faire plus liauL 
relalivement à deux éléments M' M', on a facilement la formule 



r pour un |>oiol clim irope, d'après le n" 125, 






lli! '/>' 



et celte formule est exacte. On doit avoir pour deux (joints 



et cette fonn 



§ iv. 



ïéléi 



128. Théorème des 4 élémenïs. — Considéi 
associablesMpM'', lui éléiiienlMa inscrit au premier, un élément 
MP circonscrit au second, avec m- ^ =/5, ces deux éiémcnls se 
déterminant réciproquement parce que M? passe par M^, oii Ma 
est dans MP; on a ce théorème : 

Le moment de deux éléments assoeiables M^ M^ est égal au 
moment du premier avec un élément Ma inscrit au second 
{moment ponctuel), multiplié par le moment de l'élément Mç_^h 
ou MP, circonscrit aux deux éléments que l'on vient de consi- 
dérer, avec le second élément donné {moment tangentiel) 



a M,,); 



le mo 



m (M,, .\f^) est . 



• dans M,^,^^, le 



yGoosle 



M./+K^I/i e-ï' "/< iiioiiient autour de !M„, et quand on change (e 
sens dans lequel on dirige M„ ou M^^^ /(?s deux facteurs du 
produit changent de signe. 

Ou encore : 

Le moment de deux éléments (M?, M/") est égal au moment 
du premier avec un élément MP circonscrit au second {moment 
tangentiel), multiplié par le moment de l'élémentM.^? o«Ma, 
quiest l' intersection des deux éléments que l'on vient de con- 
sidérer, avec le second élément donné (moment ponctuel) 

( M'/ Ml' ) = ( Ml M?}(M'/+P M/') ; 

yvix des remarques comme ci-dessus. 

Si l'on compare cette formule à l'autre, les premiers membres dif- 
fèrent par le facteur ( — i)''*; les seconds membres diffèrent parles 
facteurs (— i)î3 et {— i)*": par exemple le moment (M^^MJ_^p), 
quand on change l'ordre des deux éléments, est multiplié par 
( — i)î3 parce qu'on le considère autour de M^. On peut écrire 

(M" M,,) - (Ml- M„)(M^ M„), 
(Mp Mp) = {Mp M?)(Ma Ml'): 

avec le premier énoncé, si l'on considère trois éléments A,B,C, 
tels que le nombre des points nécessaires pour les définir est n, 
on a 

(A,BG) = (A,B}(AB,BC), 

en désignant par Ali l'élément circonscrit défini par A et H; avec 
le second énoncé, si l'on considère trois éléments a, b,c, .... On 
peut voir dan.s l'espace réel le cas jD zz^ 2, a ^ i. 

Pour démontrer ce théorème, observons que les deux éléments 
M''M^ sont deux éléments opposés d'un poljtrope dont MaCt MP 
font également partie; et faisons d'abord la remarque suivante qui 
rentre dans une remarque plus générale faite au n" 118, mais qui 
est indépendante de la notion du moment réduit : les premières 
formules du n*" 6 peuvent se déduire, comme on l'a dit au n" 8, des 
formules des n"' 7 et 8; comme celles-ci ont été étendues à un 
poljtrope quelconque (n"* ^6 et 51 ), les premièresïormuies du n" 6 
sont également générales; alors, comme les formules i" et 2" du 
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9i CIIAPITBR VII. 

n" 9 ont élé généralisées (n" 108), les formules 2" du 11" 9 étendîtes 
au cas d'an poljtrope i:|iielconque peuvent être transformées, 

comme on a dit, en des formules contenant des c. Cela posé, dési- 
gnons par ff^ la fonction ponctuelle des a points qui définissent 
Ma, etc. ; nous aurons, comino pour le prototype de référence 

(_,)(!,it /"''■' =ai,,+^i\]„): 

en multipliant, on obtient ce qu'on cherclie. La démonstration, 
fondée sur les formules T''et 3° du n"9, se rapporte à la forme 

(MP Mp) = ( M*' M„)(M? M„). 

On peut suivre le raisonnemenit sur un tétraèdre en supposant 
cj = p,p = i, a = i, p = i. 

[l'ius généralement on aurait par les formules du n" -118, pour 
deux éléments MpM^, avec M^ inscrit dans M,,, 

( lM„ m,,) = (M„ Ma)(M^+a M,,) ; 

c'est une formule de Géométrie dans M^,^^. De même, etc. 

On tire de là une conséquence que j'indiquerai seulement pour 
le cas de l'espace réel. Étant donnés un point M et un plan m, 
prenons dans le plan un point A qui détermine avec M une droite 7,, 
et menons par A dans le plan m une droite a' qui détermine avec a 
un plan a; nous aurons 

{•S\m) = {y\\){^,/){am).\ 
l'29. Si l'on écrit 



(iM„^,M„) = 



(M, Ma, 



on voitque le moment de deux éléments définis parun nombre de 
points supérieur à n est égal au moment d'un élément inscrit à 
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rim avec l"aiUrc, divisû par le inomenLcIe ccl élément irisciil et de 
l'élément r|tii est l'intersection des deux cléments donnés. De 
même, etc. 

130. Voici une application du théorème des quatre élémenls. 
Considérons pour plus de simplicité l'hyperespace M* et le poly- 
trope dont les sommets sont A, B,C, D,E et les faces a,b,c,d,e. 
On a 

a = (AIÎCDTî) = ix(D,E)x(C,DE)x (B, CDE) X (A,]3CDE), 
(edcba) = -ix (6, a) x lc,/ja) X (d,cOa) x(>;,dcba), 

OU, en multipliant par ( — ,^1+2+^+4 

S = (a&crfe)=ix («,6)x(a6,c)x(rtic,£/)x(flic^;,e); 

en multipliant ces deux formules on a 

■TS = [fA,BCDE) xi][(B,CDE)x(n,&)][(C,DE)x(oi',t)]... 

jS = (A,«)(,B,é)(C,c).,,, 
formule déjà obtenue. 

13i. On peut transformer le théorème des quatre éléments. On 
fera la figure schématique suivante qui répond h ii=^4-, Ç^^'i 
p = 3, a;=i, p:=2 :un plan M^, un point Mp, un point Ma dans 
Mj,, une droite MP passant par Ma et Mp; un plan N" perpendi- 
culaire à MP, et le point d'intersection ïp de MP avec N^; un plan 
Hp perpendiculaire à MP en Ma. (On peut faire une figure analogue 
sur la sphère, avec n^=3, c/=^ i,/jziz:a, ar^i, p = i; Ma est le 
pôle de N«, Ip est le pôle de H^,. ) 

On aura d'abord les cas particuliers suivants du théorème 
(deuxième énoncé) : 

i" Considérons deux cléments H^ I'' dont le second est trans- 
formé du premier : leur moment est 1 . En prenant AIq dans le pre- 
mier, les deux éléments Hy,MP sont pleinement conjugués de 
seconde espèce, cl leur moment tangentiel a pour carré i ; les deux 
éléments Ma Ip sont pleinement conjugués de première espèce, et 
leur moment ponctuel a pour carré i; comme le produit des 
moments est 1, ils sont de même signe, et l'on a simultanément 
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aiiloiir de M^ ul. dans M'fi 

(HpMP)=-s, (M-( !'') = £, 

en désignanl. par s ["iiriité alfeclée d'un signe. 

a" Considérons deu-Â élémenls H^Mp; on mène par le second 
un élément M? pleinement conjugué du premier (deuxième 
espèce) c'est-à-dire passant par I,,, et qui coirpe le premier sui- 
vant Mal- le carré du moment taTigenlicl (H^MP) est égal à i , et 
l'on a simultanément 

(H,, Mfl) = ;, (M,|i'; = :; 
on !. alors 

(H,,M;')= E(MaM;'). 

3° Considérons deux éléments M^l^; on prend dans le premier 
un élément Ma pleinement conjugué du second (première espèce), 
c'est-à-dire <]ui soitdaos H,, primilifde I'' ou dont le transformé N" 
passe par Ip; il détermine avec 1'' un élément M0 ; le carré du 
moment ponctuel (MhI^) est égal à i , et l'on a simultanément 

on a alors 

Cela posé, reprenons les deux élémenls M^ Mp (deuxième 
énoncé), avec M^ dans le premier, MP passant par le second, 
MP passant aussi par M^; si nous prenons ]\=' transformé de M», 
son intersection 1/" avec MP, et le primitif Hp de Ip, nous avons un 
second élément H^ passant par Ma, un second élément iP situé 
dans M3, et celui-ci est le transformé du précédent; H^est pleine- 
ment conjiigué de MP, iP est pleinement conjugué de M^; nous 
avons d'abord 

{M;,Mc) = (iM;,M3)(M,Mi'); 

or, puisque Ip est transformé de H^,, on a simultanément 

(H;,MP)===:, iMy,]i')=^i: 
on 11 alors |iar la formule ci-dessus 

(M,,lP) = î(M^Mf*), 
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i formule devient 

(Mj,MP) = (M„lP)(H„Mi'). 
Il n'y a cjiio ilcs inonieiiLs d'élemenls associables. On a encore 

(>IpM„) = ((MM;'))(I''M,,). 



Nous donnerons une ajiplicaLÎon pour g^i. a; 
refait la figure scliémaLÎque en remplaçant Mp par [j., 
MP par R, Ip par M, Ma par L et Hp par /, on a les 
et M, avec un point L de l'axe {({>■) qui délermint 
rayon K; on a alors 



Si l'on 

par M,, 



. A(/M,) = ô(LM,), 



■>{].M)-t. 



et la première formule est une formule du n" 97 en l'iiisanl s =^ i ; 
on a ensuite les formules du n" 102 

i(|iM,)= A([xM) A(m,). 

i(M,;j.) -- v(.'\i,nr)A(M,u). 

132. Corollaire du théorème des quatre éléments. — Sur la 
figure schématique du n" 131 , on ajoutera en pointillé une perpen- 
diculaire à Mp menée de Mp et coupant N^ en Wp. (On peut, sur 
la figure sphérîque, ajouter en pointillé un grand cercle perpen- 
diculaire à Mp, etc.) On a deux éléments de même espèce M^Np 
par lesquels passent deux éléments MPN"{a+p=:^) pleinement 
conjugués de seconde espèce (l'un détermine l'autre), se coupant 
stiivant J/"; les formules du théorème précédent donnent 

({M''Npj) = ((M''Na))((MPN(')), 
((MPNP)) = ((MJ'Ic))((I"N/'))- 

On aurait un corollaire corrélatif. 

Nous donnerons une application (n" lOo) pour p = n — i, 
a ^ I . Si l'on refait la figure schématique en remplaçant M/'I^'N'' 
par M,M91L, on a deux points M, et OÏL par lesquels passent un 
rayon R et un trope (le primitif de N du n" 105) pleinement con- 
ji.it' rii^s, se coupant en M; on a alors 
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[La formule do n" 103 centre encore dans ceci: Pour Irois points 
ABC, eti appelant i et c les deux rayons AC et AB, on a 

lT(AA, T(AB)i 

I y(CA) y{CB) I > ' v Al, 1 th 

-KCB) = ï(GA)Y(AIi) + <i(AC)<7{AB)({i,c]); 

lorsque ies deusrajons sont conjugués, leur comomenl est nul et 
la formule se simplifie. C'est ce qui arrive ici ; le rayon M,M étant 
dans M*, l'axe transformé passe par NJ et contient le point N, en 
sorte qu'il est associé au rayon B ; les deux rayons sont conjugués.] 
Oatreles ligures schématiques du début, on a une bonne repré- 
sentation du corollaire en faisant ^:= 2, p =:-i,^^^i, p = i; on a 
deux droites M^N? par lesquelles passent deux plans conjugués 
MPN"se coupant suivant «ne droite 1^; pour la démonstration, le 
point Ma est dans MP, et par ce point passe une droite Mp primi- 
tive de Np. On peut suivre sur cette figure les relations qui tra- 
duisent le théorème et le corollaire 

(MpM/0= (MpMP)(MaM'') = (M;,I/')(H^M/'), 
((M''NP)) = ((M/'N«))((MPN/'}) = ((!«/• IP))((I/'N/')); 

on peut d'ailleurs suivre le passage direct de la première formule à 
la quatrième: on a d'abord (MaM/") = ((MJ"!^)) en Géométrie dans 
M3; on a de plus, en considérant Ng transformé de M? (point 
dans N^), (MpMP} = (N/'Np) =((!/■ IVp)) en Géométrie dans N«. 

133. Démonstration analytique du théorème des quatre élé- 
ments. — J'indiquerai celte démonstration sur un exemple. Con- 
sidérons dans t'espace réel un trope m en un point M, un point 31i- 
du trope, et le rayon R qui passe par M et par :ill. On a, par une 
formule corrélative de celle du n" H6, 

J^î3--^i ^i^-^i a^ig-J^a = fif R my 
orona(nM16) 

donc (le théorème des quatre éléments étant vrai pour le polytrope 



y Google 



EQUAT 

de référence) 



'-P -H...= ^^(M3H)(IÎ,'"); 



celui de ^' est (Mm) ; donc on a 

(Mm)^(M,')K)(Ri7i). 

[On vérifierait la formule relative au moment M^M^ (n" 128) 
en employant la formule dn n" H8 au lieu de celle du n° 116.] 
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CHAPITBE VIII. 

GÉOMKTrUE AUTOUR DE M„ DANS M^ 



§1- 

IM. Géométrie autour de Ma dans M P. — On peut considérer 
la Géomélrie autour d'un élément Ma, dans un élément M?, le 
premier élément étant inscrit an second; les'élénaenls Mn+i pas- 
sant par Ma et silités dans M^ jouent le rôle du point en Géométrie 
générale, les éléments MP+' passant par Ma, etc., jouent le rôle 
du trope, et d'une manière générale on a les éléments suivants 
passant par Ma et situés dans MP : 

Ul*'^ 1 Mtî'i'^" ■ ■ ■ W^î? ■ ■ ■ Mê+5 . . . mP+;.,_,) I Mg^^; 

un élément M|:Ji( et un élément M^Jy sont associables dans la 
Géométrie que l'on considère. Le nombre N est défini par la rela- 
tion a -(- p -(- N = «, on a P + Q ^ N, et les choses se passent 
comme dans l'hyperespace d'indice N. On peut classer les diffé- 
rentes Géomé tries (a, ^) dans un Tableau à double entrée; si l'on 
suppose /t = y, et si l'on désigne les six éléments de l'hyperes- 
pace Mj par les lettres A, B, C, D, E, F, on a le Tableau suivant, 
dans lequel ou a indiqué les éléments de ehacjue Géométrie : 




Les différentes Gcométries placées dans une ligne horizontale 
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onl le mômt; N, a+p (itant le même; le nombre N surpasse 
d'une unité le nombre des élémenLs de la Géométrie considérée : 
il prend les valeurs 2, 3, 4i 5, 6, -j. 

13S. Polsrtrope. — Chaque Géométrie a un polytrope particu- 
lier. Pour la Géométrie autour de Ma, dans MP, le polytrope est 
déterminé par N éléments Ma+i ou par N éléments MP+'. Dans 
le Tableau suivant on a indiqué ces divers polytropes, en notant 
le nombre et la nature de leurs éléments ponctuels et de leurs élé- 
ments tanMnliels : 




130- Moments. — Autour de Mo, dansMf, on appellera mome«i 
de deux éléments Ms;ÎIp, M£*n le produit des à principaux en 
laissant de côté les racines nulles qui sont dues à la nature même 
de la Géométrie que l'on considère : c'est le moment réduit. En 
se bornant aux couples M^+^, Mâ:|:(j', on voit par exemple que, 
dans le Tableau du n" 134, la colonne à gauche de celle du milieu 
{lue de bas en liaut) donne lieu de considérer le moment de deux 
éléments A et E, le moment de deux éléments B et D dans les 
deux cas possibles, le moment de deux éléments G et C dans les 
trois cas possibles; le nombre des racines nulles négligées est 
alors le plus petit des deux Indices a et p. On remarquera que ce 
Tablea\i donne ainsi une classification des moments del'hyperes- 
pace M„, comprenant tous les moments dans tous les cas pos- . 
sibles. Le moment des deux éléments MP, M^ dont le premier 
passe par le second, doit être considéré comme égal à t. 
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137. Comoments. — Le coniomeni de deux clcmeiiLs M„_^f qui 
ont un Ma inscrit commun ne subit pas d'alléralion essentielle, 
la présence de l'élément inscrit M^ amenant simplement des 
facteurs i dans ta valeur du comoment; il en est de même pour 
le comoment de deux éléments M^'"^'^ qui ont un MP circonscrit 
commun. 

138. Fonctions ponctuelles et tangentielles. — La fonction 
ponctuelle de P éléments M^+t ayant un Mq, inscrit commun est 
une quantité dont le carré est le déterminant des comoments de 
ces éléments pris deux à deux; de même, la fonction tangentieile 
de P éléments MP+' ajant un M? circonscrit commun etc. En 
particulier, dans chaque Géométrie on peut faire P = N, c'est- 
à-dire considérer ta fonction ponctuelle et la fonction tangentieile 
du polylrope de cette Géométrie : ces fonctions sont indiquées 
parle Tableau du n° 13S; et l'on doit remarquer que l'on obtient 
ainsi toutes les fonctions ponctuelles et toutes tes fonctions tan- 
gentielles : car si l'on prend, par exemple, P éléments Ma_|.i ajani 
un M« inscrit rommim, ils déterminent un élément M^+p ou MP 
en posant a + ^ -|- P = n, et forment le poljtrope de la Géométrie 
autour de Ma dans M?, Géométrie dont le N est égal au nombre P 

■ des éléments considérés. 11 suit de là que le Tableau du n" 13S 
donne une classification des fonctions ponctuelles et des fonc- 
tions tangentielles dans l'hjperespace M„; en partantde la rangée 
supérieure, pour descendre vers la gauclie et vers la droite, on 
voit que le nombre des fonctions relatives à des éléments 0, par 
exemple, est égal à (n — i), les unes étant des fonctions ponc- 
tuelles et les autres des fonctions tangentielles; d'où il suit que le 
nombre total de ces l'onclions est (n — i)^. 

139. C'est ici le lieu de faire observer que chaque Géométrie 
comprend toutes celles que donne le Tableau réduit dont elle 
forme la base. Si 'l'on considère, en particulier, les différentes 
Géométrles placées sur les bords du Tableau, à droite et à gauche, 
et si l'on se reporte au second Tableau, on voit que : 

Dans la Géométrie autour d'un élément B par exemple, on 
aura à considérer les fonctions ponctuelles 5C, 4 G, 3 G, aC; pour 
la Géométrie dans un élément D, ou aura à considérer les fonc- 
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lions langenlielles 4C, ^C, aC, celle dornière clant identique à 
la fonctioa poiicluelle aC qui csl d'ailleurs un moment réduit; 
en sorte que l'étude des dîQerentes Géométries placées sur les 
bords du Tableau offre une importance particulière. 

En Géométrie générale, on a rencontré des formules ponc- 
tuelles de Géométrie dans M?, parce qu'on a étudié un système 
de points; de même, etc. 

^iO. Théorème des déterminants de S, etc. — Le moment de 
deux éléments Mc^^.,, MP+i sera leur S. Si l'on considère autour de 
Ma dans MP des éléments M^^., en nombre P et des éléments MP+' 
en même nombre, on aura un théorème des déterminants de S ana- 
logue au théorème des déterminants de A, et donnant une pro- 
priété du moment réduit. On remarquera le cas P = N. 

On aura, pour le moment de deux éléments M^j.,,, M^"^"", une 
seconde propriété analogue à celle du n° 56; elle a été démontrée 
au n" 108 pour le cas œ = o, et pour le cas ^ = o. Nous rappelle- 
rons, à ce propos, les formules des n™ 9 et 118 qui définissent les 
moments réduits ; lorsqu'il n'y a pas d'indice h, ou d'indice /, on 
a la propriété du n" 108; dans le cas général, elles sont équiva- 
lentes à des formules de Géométrie dans MP autour de M,. 

l-il. Pseudo-écart; paramètre. — Dans l'espace réel on consi- 
dère la dislance de deux points, l'angle de deux droites qui se 
coupent, le dièdre de deux plans. Dans l'hyperespace, pour l'étude 
de la corrélation, on a considéré la pseudo-distance de deux points, 
le pseudo-angle de deux tropes; on a à considérer maintenant 
d'autres quantités, comparables à l'angle de deux droites qui se 
coupent. Reprenons le Tableau du n" 13-4 et considérons la pre- 
mière ligne de ce Tableau, pour laquelle N=2, en modifiant la 
notation : si l'on prend deux éléments M', ayant un M^*', inscrit 
commun, et, par suite, un Mt~', circonscrit commun, on pourra dé- 
finir leur pseudo-écart; on aura ainsi des quantités de différentes 
espèces en nombre n — i, parmi lesquelles seront la pseudo- 
distance de deux points, le pseudo-angle de deux tropes. Si l'on 
considère alors, toujours pour la première ligne du Tableau, les 
éléments M^ qui passent par un élément M^t', et sont dans un 
élément M^") circonscrit iui premier, on pourra définir le para- 
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in6lre du sj-stèmc formé par im élément MJ,^', cL un élénieiil M^~] 
dont le second est circonscrit au premier; on aura ainsi des 
quantités de différentes espèces, en nombre n-— i , parmi lesquelles 
seront le paramèti-e d'un rayon et le paramètre d'un ase; dans l'es- 
pace réel, on aurait par exemple trois sortes de paramètres : le pa- 
ramètre d'un rayon, le paramètre d'un point dans un plan (relatif 
aus droites menées par le point dans le plan), le paramètre d'un 
axe. 

Maintenant, en Géométrie autour de Mj,tl, dans MJJ-J, les <;lé- 
ments extrêmes étant M' M';^, deux éléments lA'K auront un pseudo- 
écart, deux éléments Mj^ auront un pseudo-écart; un élément M^~] 
aura un paramètre qui sera le paramètre du système M^tJM^+l 
(le premier élément étant l'élément fixe autour duquel les figures 
sont construites), un élément M^:!;' aura un paramètre qui sera le 
paramèti'e du système MJ^:!:', M^:;:}. Par exemple, en Géométrie 
autour de A dans F, les éléments extrêmes étant B et E, deux 
éléments B auront uo pseudo-écart, deux éléments E auront un 
pseudo-écart; un élément G aura un paramètre qui sera le para- 
mètre du système A, G {case B de la première rangée), un élément 
D aura un paramètre qui sera le paramètre du système D, F (case 
E de la première rangée). 

[En suivant l'idée indiquée aun" 90 on a ceci : dans un élément 
MP, autour d'un élément Ma, il y a un paramètre ponctuel pour les 
éléments Ma+i passant par Ma et situés dans MP, et un paramètre 
tangeotiel pour les éléments MP+' situés dans M? et passant par Ma- 

Par exemple, étant donnée une corrélation dans l'espace réel : 

i" Un rayon a un paramètre ; un point dans un plan donne lieu 
à un paramètre; un axe a un paramètre. On peut dire qu'une 
droite a un paramètre ponctuel et un pat'amètre tangentiel. On a 
ainsi les paramètres 9 indiqués au début de ce numéro. 

3" Un plan a un paramètre ponctuel et un paramètre tangentiel 
selon qu'on y considère des systèmes de trois points ou des systèmes 
de trois droites. Un point de l'espace a un paramètre ponctuel et 
un paramètre tangentiel selon que l'on considère des triodes ou 
des trièdres; j'appelle triode un système de trois droites concou- 
rantes dans l'espace, 

3" L'espace M" aun paramètre ponctuel, l'élénient fictif M,' a un 
paramètre tangentiel]. 
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112. Géométries de même indice N, — LcsciiiTcrenlesGéomfJtnes 
placées dans une même ligne horizontale, et pour lesqiiellesNala 
même valeur, donnent lieu aux mêmes formules et peuvent être 
inlimement rattachées. Nous poserons a + ^ ^ v, en sorte que les 
nombres v et N sont complémentaires par rapport à n. On fera une 
figure schématique formée d'un dièdre M'Mv+i, d'arête My; «ne 
droite IVf" rencontre les faces en M^' el M, , et sur cette droite est 
un point N, ; un point Ma del'arèle détermine avec M" im plan MP 
qui coupe les faces du dièdre suivant les droites MP"*"' Ma_|.,. 

Prenons un élément M^ et l'élément transformé M^; en Géomé- 
trie autour de Mv on a des éléments ponctuels ^l^^i et des élémenls 
tangenliels qui sont des tropesM' ; en Géométrie dans l'élément M' 
on a des points M, et des éléments tangentielsM^' ; d'ailleurs, les 
éléments Mv.,., et M' autour de My déterminent par intersection 
des éléments correspondants M) el M'^' dans M''. Plus générale- 
ment, soil Ma un élément inscrit dans My : cet élément et l'élé- 
■ ment M^ déterminent un élément IVP circonscrit (a -(- p := v) ; la 
Géométrie autour de Mh, dans M3, a des éléments ponctuels Mn+i 
et des éléments tangentiels MP+' , que l'on peut rattacher soit aux 
éléments Mv+.i M' de la Géométrie autour de M„, soil aux élé- 
ments M) M^' de la Géométrie dans M^. D'ailleurs, les deux élé- 
ments Ma et MP sont quelconques (le second étant naturellement 
circonscrit au premier); car, si l'on se donne Ma etMP, ce dernier 
a un primitif M^ qui avec Ma détermine un élément M^ : et le trans- 
formé M^ passe alors par MP. 

Cela posé, en Géométrie autour de Ma, dans MP, les élémenls 
qui remplacent le point et le trope sont les élémenls Ma^, el les 
élé^nents MP-*"' :i]s ont Ma inscrit commun, MP circonscrit commun, 
et leur moment réduit est un A unique que l'on peut appeler 
leur 5 : je dis que, pour un point Mj el un trope M' donnés, ce S 
est indépendant de l'élément M^ et même de la valeur de a; il esl 
égal au A du point M) et du trope M'. En effet, pour avoir le S 
des deux élémenls Ma^, MP"*"', il faut considérer les éléments trans- 
formés M"'''^ l^p+h prendre le rajon qui rencontre les quatre élé- 
menls, et le 0- des deux points d'appui sur Ma+i et Mf+', Or, le 
point transformé du trope M' étant N,, ce rajou est MiN, : il 
rencontre Ma+i et MP+' ; il rencontre aussi Mp+i qui passe parN) ; 
il l'encontre enfin M^+i, car ton- i_\e\n sont dans IMéinenlM'^ trans- 
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forme de M„, ot si l'on forme le Tableau 

Mo Ml Ml . . . Mît+i M«, 
on voit que les deux éléments M^ M""*"' ayant réléinenl M" circon- 
scrit commun ont un point M, commun. Le rajon M|N| étant 
identique à celui qui donne le à du point M, et du trope M', le 
fait annoncé se trouve démontré. 

Si l'on fait a =^ o, on volt que le moment du point M, et de 
l'élément M""^' est égal au A du point M, et du trope M' ; cela rentre 
dans la formule 

(Mi.Mi) = (M,.Mv+i)(Mv.Mi), 

ec dernier momeiil étant égal à i parce que l'élément M^ passe au 
point N,. Pour p = o on a un résultat analogue. Air début du 
Chap. VII on a obtenu le cas particulier v ^ « — 3 ouN zn; 2 avec 



143, On vieni de considérer le S des deuK éléments Ma+)MP+i ; 
;ar deux éléments sont de même espèce lorsqu'on a 



c'est-à-dire v = /i — a 011 N == ?.. L'élément Mv est alors un axe, 
son transformé est un ravon; et l'on a (première ligne du Ta- 
bleau 13i, avec les notations du n" 1 W) deux éléments M^ 311^ 
ayant un M^*', inscrit commun, un élément M^~', circonscrit 
commun. Pour /> = 1 on a deux points M et Oit sur le rayon, 
pour y ^^ I on à les deux tropes m et [/. qui passent par l'axe et par 
les points M et 3[L ; et l'on a vu au n" 98 comment le a des deux 
points est égal au S des deux tropes, parce que le rapport anliar- 
monique MSILlili'est égal au rapport anhannonique /nftww'. En 
général, prenons dans l'axe un élément M^_| , et considérons les 
deux élémenls M^ OiL^ définis par l'élément précédent et par les 
deux points M et 3IL : il est facile de voir comment le moment de 
ces deux éléments est égal au moment des points M et 3[L. L'élé- 
ment M^_itï est un élément Mp conjugué de lui-même, car il est 
dans M et passe par Q, d'où il résulte que son transformé passe 
par Û et est dans w de manière à lui être associé; il en est de même 
de l'élément Mp_tiï; et l'on a un rapport anhannonique égal au 
rapport anliarmoniqucM;)rLlîli'; etc. 
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UÉOJIBTRIE AUTOUR HE Ma DANS MP. I07 

On peut suivre le raisonnement sur une figure si;Iiématique 
formée de quatre plans ij>m\i.K>' passant par une droite A; une 
droite R coupe ces plans en ûMOliti'; un point M^_, de A déter- 
mine avec R un plan Mp~' qui coiipe les quatre plans, en parti- 
culier ni et ^ suivant Mp et STLp. 

lU. Étant donnés les deus cléments M^MP dont le premier 
est inscrit au second, la Géométrie autour de Ma dans M? peut se 
ramènera la Géométrie dans N* autour de Np, ces éléments étant 
les transformées des deux premiers, et cela de deux manières dif- 
férentes ; on peut d'abord considérer les figures transformées des 
premières; on peut aussi couper les premières fignres par N", et 
joindre les figures obtenues à Np. On a un exemple dans ce fait 
que l'angle de denx grands cercles sur la sphère a même mesure 
que l'arc de grand cercle qui joint leurs pôles, ou encore même 
mesure que l'arc de grand cercle compris entre eux et dont les 
pôles sont à leurs points d'intersection. 

lio. Figure de référence. — Pour étudier la Géométrie autour 
d'un élément Mg, diins un élément MP, on prendrait dans la figure 
de référence un élément M" et un élément Mp, le premier défini 
par les tropes d'indices FG, le second défini par les points d'in- 
dices HG, On pourrait supposer, au moins au début, 6 ^ o, c'est- 
à-dire supprimer les indices communs G : de cette façon, l'élé- 
ment de référence M» passerait par Mp, et la figure de référence 
serait un pol_)'trope de la Géométrie corrélative de celle que l'on 
étudie (un triangle pour la géométrie conique dans l'espace réel). 
On aurait pour le moment réduit la formule du u" 118, etc.; on 
considérerait d'abord le S de deux éléments Ma^.,, MP+' ; on dé- 
montrerait le théorème des déterminants de 3 ; etc. 

\të. Les éléments Ma et MP sont dirigés. — Il est bien entendu 
que les éléments M^ et MP sont dirigés; par exemple, pour le théo- 
rème des quatre éléments, dans la formule 

(M^îg, Mg:^) - (M^to. m5Î?"^')(mI+ï + Q' 4-|:r). 
OÙ l'on suppose Y -|- S = P, le premier moment est un moment 
autour de M^ dirigé dans MP dirigé, le second moment est un mo- 
ment autour de M^ dirigé dans MP+^ dirlf,'6, etc. 
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§ 11- 

Je cionncroi dans ce paragraplie un tliéorème remarquable, 
concernanL des éléments Ma+i qui ont un liliîmeiit Ma inscrit 
commun, et des éléments M"+' en même nombre qui ont un élé- 
ment M" circonscrit commun; on pourra, dans t'énonce tic ce 
thcorème, introduire un nombre [i défini par la relaliun 



iS étant le nombre des éléments considérés : mais ici les deus 
nombres a cl fi ne joueront plus le môme rûle. Le théorème se 
ratlacbe à la fonction ponctncllo du poljtrope de la Géométrie 
autour de Mji dans MP, et à la fonction tangenticlle du poljtrope 
de la Géométrie dans M" autour de Mp. 

Ce théorème, qui se déduit du lliéorèmc des déterminants de S, 
donne lieu à un corollaire relatif au cas où le déterminant que 
l'on considère est égal à zéro; je donnerai d'abord ce corollaire 
en le démontrant directement. 

147. Composition d'éléments Ma+i ayant M^ inscrit commun, 
d'éléments M='+' ayant M« circonscrit commun. — Soit un élément 
fixe Ma; les éléments ponctuels de la Géométrie autour de M„ 
sont des éléments M^^.!, les éléments tangentiels sont des tropes': 
on peut composer des éléments Ma^-i, et obtenir un théorème des 
momeots par rapport à un ti-ope analogue au théorème des A pour 
la composition des points en Géométrie générale. 

[Je ferai en passant la remarque suivante qui généralise un 
théorème de Mécanique dû à Leibnitz. Soient deux points M^ M^, 
affectés de coefficients k^k^i et M leur point résultant avec le 
coefGcient k; considérons un élément Mai ^t '^s éléments Ma+i 
qui passent par Mg et par les points M,M^,M respectivement : je 
dis que les deux éléments M;,M, et MgM,, affectés des coefficients 
k, X (Ma. M,) et k„ X (M„.M„) ont pour élément résultant l'élé- 
ment M„>r affecté du coefficient k X.{'^U_.^^). lîn effet, on a 
par hvpothèsc 

(M, Si) _ (MMJ __ (AI,M„)_ 
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OÉOMÉTBIE AUTOUIl VIE Ma DANS MP. IO9 

or, d'après la relation établie à la fin du n" loi, on a 

(M„.M,)(M„.M)x(MaM,.M„M) = (M,.M)x(Ma.M,M), 

et des relations analogues; on peut donc, dans les rapports précé- 

, I 1 - 1 .-.• (MaM,.M5M) 

dents, remplacer les numérateurs parles quantités — , - ,; - ,. -- • ■•■> 

ce qui démontre le fait annoncé. Ou peut alors, au lieu de deux 
points, en considérer un nombre quelconque. Si l'on prend main- 
tenant un irope passant par M^, et qu'on écrive le théorème des 
moments pour les points considérés par rapport au trope, en éva- 
luant les A au moyen du iLéorème des quatre éléments, on obtient 
le théorème des moments pour les éléments Ma^\ par rapport à un 
trope.] 

Le théorème des moments par rapport à un trope passant par 
Ma peut être transformé, et l'on obtient un théorème des moments 
par rapport à un élément M*"*"' tout à fait quelconque. En effet, 
l'élément Ma et un élément M^:!:à_| déterminent un trope M,,.,, 
et le moment de cet élément et d'un élément Mh+i passant par M^ 
est proportionnel, d'après le théorème des quatre éléments, au 
moment de l'élément Mn^, et du trope. On aura une idée juste 
de ce théorème, en le comparant au théorème des moments par 
rapport à un axe tout à fait quelconque pour des forces concou- 
rantes et leur résultante. Si l'on désigne par 3;,^„ ... les coor- 
données des éléments composants pour un élément de référence 
M"+', la coordonnée x de l'élément résultant est donnée par la 
formule 



Soit de même un élément fixe M" : on peut composer des élé- 
ments M""*"' situés dans cet élément fixe, etc. 

[Si l'on considère plusieurs rayons issus d'un même poini O, 
avec des coefficients K,K„ ...,onaura un rayon résultant issu de O 
avec un coefficient K. D'après la formule du n° 79, le paramètre ô 
du ravon résultant sera lié aux paramètres 0'5" . . . des rayons com- 
posants par la formule 



On peut retrouver celle formule comme il suit. Étant donné un 
point O. et des points M, M„. . . affectés decoefIicients/c,A„.. . avec 
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le polnl résultant M afFcclé du cocfficienl /-, en rcLranehant les 
deux formules dn n" 42 et en lenanL comple de lu forpnide du 
a" 79, OD a 

/ca(OM)cosO = Â-,3(OM,)cosfl' + ..., 

et, d'après une remarque fuite plus haut, cette formule équivaut à 
la formule ci-dessus. 

Dans le cas de deux rayons composants OM„OM„ déterminant 
un élément Mj, on peut supposer qu'il s'agit de Géométrie plane, 
et comme alors (n" 87) le cosinus dn paramètre est proportionnel 
au A d'un point fixe F et du rayon, la formule ei-dessus n'est 
autre chose que le théorème des A]. 

148. Déterminants nuls. — PrenonsPélémeotsMn^., ayantunMa 
inscrit commun, P éléments M*"*"' a_yant un M" circonscrit commun, 
et formons le déterminant des moments des premiers avec les 
seconds. 

Pour P = {;( — a)-i-i, le déterminant est nul. 

PourP — (« — a), le déterminant est nul si les {n — a) clé- 
ments Ma^.1 sont dans un même trope, ou si les (n — a) éléments 
M"+' passent par un même point. 

Pour P <; (n — a) j le déterminant est nul si les P éléments Ma+) 
appartiennent à un élément M^+p^,, ou si les P éléments M""''' 
passent par un élément M^^''"~', et plus généralement si les deux 
éléments M„_^p et M*"^'' déterminés par les deux groupes d'élé- 
ments sont associés. 

En outrCj le déterminant est nul si les deux éléments &!„ et M" 
sont associés; car alors il existe un élément M^^, qui est associé à 
tous les éléments M"+' donnés, etc. 

Pour P ;= 3, on peut dire : Etant donnés deux éléments M^ ayant 
Mp_i inscrit commun et par suite M?"' circonscrit commun, et 
deux cléments M^ ayant M?~' circonscrit commun et par suite 
Mg._, inscrit commun, le déterminant des moments de ces deux 
couples d'éléments est égal à zéro lorsque l'élément inscrit à l'un 
et l'élément circonscrit à l'autre sont associés. On aurait une 
figure schématique en considérant deux angles dans l'espace réel. 

149. Avec d'autres notations, en remplaçant P par N, et défi- 
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nissanl ^ par la relation a+ p + N = n, on peut dire : Étant 
donnés N éléments Ma+, passant par un élément Ma et qui déter- 
minent im élément M^+s «" l^^i ^^ ^ éléments M""*"' situés dans 
un élément M" et qui déterminent on élément M""^'* ou Mp, le 
déterminant des moments est nul si les deu\ éléments MP et Mp 
sont associés ; il est encore nul si les deux éléments Ma et M™ sont 
associés {mais il ne faut pas croire que a et ^ jouent ici le même 
rôle, sauf dans le cas N = a). 

Si l'on aN + i éléments Ma+i passant par un élément Ma, et 
N + I éléments M"+' situés dans un élément M«, le déterminant 
des moments est encore nul si lesiN + i premiers éléments appar- 
tiennent à un élément M^+n ou M?, ou si les N + i derniers élé- 
ments passent par un élément M""^'* ou M3, 

loO, Théorème des déterminants de moments. — On a le théo- 
rème suivant auquel on peut donner le nom de théorème des dé- 
terminants de moments, et qui se déduit du théorème des déter- 
minants de S; pour a = o, on a le théorème des déterminants de A : 

Étant donnés P éléments M^^., ayant Ma inscrit commun, 
et P éléments M"^' ayant M^" circonscrit commun (P^ n — a), 
le déterminant des moments des premiers avec les seconds a 
pour valeur le produit de la fonction ponctuelle des V premiers 
éléments par la/onction tangentielle desVderniers, multiplié 
par le moment des deux éléments Ma+p et M"^*" qu'ils déter- 
minent, multiplié encore par la puissance (P — iJiémA ^^ ,„(,_ 
ment des deux éléments Ma et M". 

Si l'on met les éléments M^^' les premiers, le théorème reste 
exact avec le signe, en plaçant également M''"^^ avantM^.^p et M" 
avant Ma. 

Pour P ^ 2, le théorème peut s'énoncer ainsi ; 

Étant donnés deux élémentsWp ayant M^_i inscrit commun 
et par suite M*~' circonscrit commun (première rangée du Ta- 
bleau 13i), deux éléments M^ ayant Mp~' circonscrit commun 
et par suite Mj_i inscrit commun, le déterminant des moments 
de ces deux couples d'éléments a pour valeur le produit du 
moment réduit des deux premiers par le moment réduit des 
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deux derniers, mulliplié par le moment des deux éléments 
M^j^iMp-' et par le moment des deux éléments M?~'Mj_). 

On a une figure schémaLÎcjiie en ronsidéianl iieii\ angles liaiis 
l'espace réel. 

ISl. Ce théorème se ramène au théorème des déterminants de S 
pour la Géométrie dans M". On veut démontrer la relation 

[(Mï+i.,\If+')] ==c7.i;.(M3.+i..M=i+i')(Ma.M«)P-S 

les crochets indiquant un déterminant. 

On fera celte figure schématique : dans un plan M" sont deux 
droites M""^'M^"^' se coupant en M*"^''; d'un point extérieur Ma 
partent deux droites MJi + iMa+, déterminant un plan M^+p : elles 
coupent le plan M" en m' m" et leur plan coupe M=^ suivant m^; le 
reste est en pointillé : du point Ma on mène la perpendiculaire 
au plan M*, de son pied on mène la perpendiculaire à nip, et 
l'on joint le pied de cette perpendiculaire au pointMaj on fait de 
même pour le point M""^^, le plan Ma^_p, la droite m^. 

Coupons les éléments Mâ^.,.. . issus de M^ par l'élément M" qui 
contient les éléments M"+', et désignons par»i'. . . les points d'in- 
tersection ; nous aurons, d'après le théorème des 4 éléments : 



■(Ma. 



(M;,.M.Mr')-(MUi.M'^)(«.'.Mr^') = V^''-^('"'.Mf+'), 



(Ma + p.M^ + P) = (Ma + r.Mï){/>i 



en appelant /Wp l'élément df';fiiii par les P points m. La relation à 
démontrer devient 



ou, d'après le théorème des déterminants de o pour les P poi 
et les P éléments M"^', dans M^», 

(W„.y»')ÇM.^.m" ). . .X J - J' X(Ma.7«,0, 

en dcsignanl par t7' la fonction ponctucllo des P points m. 
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C'est donc celle dernière relalîon qu'il faut établir. Or, le 
second membre est le moment du système d'éléments M^m'/n" .. . 
(n" 112), ou le moment du système d'éléments m'm", . ,m"''Ma 
multiplié par ( — i^pik+i)^ ou enfio, pour plus de commodité, le 
moment du système d'éléments m!-^'. ..m''m'.Mci multiplié par e 



en posant. = (-./'"" X (- 


■i) ^ ; c'est donc 


E.(m'.M,)x(m".M,(« 


■)x(ni\M^m'm')x. 


OU bien 




£.(;«■. M„) X (/Jî".M,)(MamMVIam 


;') X(,m'"irï)(Mïm"'.ft 


ou enfin 




(M,.m')(M«.7« 


.'')(M„.m'")...X7 


c'est-à-dire le premier membn 


; de la relation, qui 


montrée. 




On aurait une démoiisli'ation 


! corrélative. 



1S2, La relation que l'on vient d'obtenir est d'ailleurs inté- 
ressante par elle-même. Lorsque l'élément Ma est un point m, on 
a la formule 

T étant la fonction ponctuelle du système de rayons mm.', 
mm", etc. ; c'est ainsi que, en Géométrie ordinaire, le sextuple 
du volume d'un tétraèdre ÂBCD est égal au produit des arêtes 
AB, AC, AD par le sinus du trii'-dre A. On aurait une formule 
corrélative . 

[J'indiquerai en passant la formule suivante. Dans le polytropc 
de référence, la formule h' . . . h" = .s'nS,, donne 

c'est ainsi qu'on peut avoir le carré du volume sextuplé d'un 
tétraèdre en fonction des aires doublées des trois faces qui ont un 
sommet en D et du sinus du trièdre supplémentaire du trièdre D. 
On aurait une formule corrélative.] 

En général, si l'on prend a points A, A^ ... Ah dans M^, en 
multipliant les deux membres de la relation par la fonction ponc- 
tuelle de ces points, le second membi'e devient égal à la fonc- 
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lion j;ioiicLnolle des a -\- p points A et m, et Ton a la foriiiiil 

(A,.A5.,. A«.m'.m"..,) 

= (Ai.A3...Aa)x(Ma.m')(MK.m")... x (Mi + ,.MÏ + , . . . 

Par exemple, dans un tétraèdre AiAam'm", on a 

6V = (A,.As)(AiAs.m')(A,As.m")sm(A,A,m', A,A,nt"). 

On peut donner une autre forme au résultat précédent et t 

(A,.A5...Aa.m'."i"...) 

__ (A, .A^...Aa.ni')(A|.Ai...Aa." 
(A,.A,...A„)''-i 

Quand il y a seulement deux points m' el m", cette formule 
rentre dans une formule relative au moment réduit de deux élé- 
ments; on a, par exemple, pour un tétraèdre 

Lorsque l'élément M^ est un point m, la formule que l'on vient 
d'écrire ne diffère pas de la première. 
On aurait des formules corrélatives. 

153. La formule donnée à la fin du n" 131 permet de ramener 
le théorème des déterminants de i pour p points et jD tropcs au 
théorème des délerminants de 3 pour^ éléments M^^.i et ^ tropes 
M' autour d'un élément M^ : cette réduction offre un certain 
intérêt, parce que le théorème auquel on ramène l'autre joue 
pour la Géométrie autour de M^ le rôle du théorème des déter- 
minants de A pour n points et n tropes en Géométrie générale. 
Désignons les points par A, B, C, . . . , les Iropes par a, b, c, ... ; 
soit Mp l'élément déterminé par les points, Mp l'élément déter- 
miné par les tropes; on veut démontrer la relation 

L(«,A)] = (a.è.c.,.){A.B,C...)(Mj,.M^). 

Si l'on désigne par a, p, y, ... les éléments MJ^, définis par 
l'élément M^ et les points A, B, C, . . -, on a, par le théorème 
des quatre éléments, 

(a,A) = (fl,i)(M^,A), 
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et le ))remlor membre de la relation devient 

[{«,«)]x(MP,A)(MP,B)..., 

ou, en tenant compte du théorème des déterminants de ô pour 
p iropes et^ éléments M.^_^., en Géométrie autour de MJ, 

(a.è.c...)(c<.p.-f...)x(MP,A)(M^,B)...; 

cette quantité sera égale au second membre de la relation si 

(a.p.Y...)(Mj, A)(M^,B)...=(A.IB.G...)(Mp, Mp) 

Or cette relation n'est autre clio^e que la relation du n" ÏM, 
pourP=/>eta==^. 

En particulier, la formule relative au produit h' h" . . . A'/" dans 
un poljtrope se ramène à la formule qui joue, en Géométrie, 
autour deMç, le rflle de la formule relative an produit A' /*',.. h"; 
et l'on peut dire que la formule du o° IM est équivalente à la for- 
mule relative au produit k'h" . . . /i'/"'. 

Au lieu de ramener le théorème des déterminants de i pour 
p points el p Iropes au théorème des déterminants de' 8 pour 
p éléments M^^, et p tropes M' autour de M^, on pourrait le 
ramener au théorème des déterminants de 3 pour p points et 
p éléments Mp+' dan? M". 

loi. On peu! démontrer le théorème des déterminants de mo- 
ments par un calcul dont je donnerai une idée. On définit l'élé- 
ment Ma par a points, et l'on donne un point pour définir chacun 
des éléments Ma+i, de sorte qu'on a a + P points; on a de même 
a-t-P tropes en considérant l'élément M", etc.; on applique îe 
théorème des déterminants de A; on transforme le déterminant 
d'ordre a. + ï* par des combinaisons de colonnes de manière à faire 
apparaître des zéros en nombre «P distribués dans un rectangle de 
dimensions œ et P, ce qui met en évidence le produit d'un déter- 
minant d'ordre a. par un déterminant d'ordre P, les termes de ce 
dernier éUnt d'ailleurs des déterminants. Alors, pour que le 
théorème soit démontré, il reste à démontrer la relation du n" 1^1 
et la relation corrélative. 

iîio. On peul énoncer le théorème des déterminants de mo- 
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menLs avec la noLalion du n" 149, en remplaçant P par N et déH- 
nissanl p par la relation a + ^ + N :^ n ; 

Étant donnés N éléments Mh^i ayant Ma inscrit commun, et 
des N éléments M^^' ayant M" circonscrit commun, ledéterminant 
des moments des premiers avec les seconds a pour valeur le produit 
de la fonction ponctuelle des N premiers éléments par la fonction 
tangentielle des N derniers, multiplié par le moment des deux 
éléments M? et Mg qu'ils déterminent, multiplié encore par la 
puissance (N — ij'^"»^ Ju moment des deux éléments Ma et M". 

On peut alors classer les différents cas qui résultent de la va- 
leur de a et de la valeur de N d'après le Tableau du n" iU; il 
faut seulement observer que les deux nombres a et ^ jouent ici 
des rôles bien différents. Par exemple, en reprenant l'hypothèse 
« = ^, soient quatre rayons B passant par un point A, et quatre 
axes E situés dans un trope F (voir le Tableau du n" 133, et 
remarquer que le système ^È est un système ponctuel autour de A 
tandis que le système 4E est un système tangentiel dans F) : le 
déterminant des moments a pour valeur le produit de la fonction 
ponctuelle des quatre éléments E par la fonction tangentielle des 
quatre éléments E, multiplié par le moment des deux éléments E 
et B qu'ils déterminent, multiplié par le cube du moment des 
deux éléments A et F. Dans cet exemple, la case du Tableau du 
n° 13S qui contient le système ponctuel 4^ est à gauche de celle 
qui contient le système tangentiel 4E; le contraire peut avoir lieu. 

156. Casp = o. — Prenons !c cas P = n. — a ou N = /i — a, 
ce qui revient à Jaire P = o dans la notation précédente. Pour 
donner un exemple, si nous supposons n = ^, en faisant N =; 5, 
nous aurons à considérer cinq éléments G autour d'un rayon B, 
et cinq éléments D dans un axe E (voir le Tableau du n" 135); 
on remarque ici que, en Géométrie autour de B, le polytrope 
peut être défini par cinq tropes F déterminant, quatre à quatre, 
cinq éléments C qui sont les éléments ponctuels du polytrope : la 
fonction tangentielle est connue, et l'on va rencontrer la fonction 
ponctuelle; de même, en Géométrie dans E, le polytrope peut 
être défini par cinq points A déterminant, quatre à quatre, cinq 
éléments D qui sont les éléments tangentiels du polytrope : la 
fonction ponctuelle est connue, et l'on va rencontrer la fonction 
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taDgcnlielle. D'une manifire générale, autour d'un clément Ma, le 
poljtrope peut être défini par N Iropes déterminant N éléments 
MJJ"! qui sont ses éléments ponctuels, et dont chacan est l'inter- 
section de N — i de ces tropes ; de même, dans un élément M", 
le poljtrope pent être défini par N points déterminant N éléments 
Mgt|. Alors, dans le théorème des déterminants de moments, 
entrent la fonction ponctuelle a des poljtropes de la Géométrie 
autour de Ma, et la fonction tangentielle S du poljtrope de la 
Géométrie dans M"; d'autre part, M^ et Mp sont M» et Mo, et le 
premier moment disparaît : il reste seulement la puissance 
(N — i)''^'"' du moment de M„ et M«. 

Alors, en appliquant le théorème à un système de N éléments 
Ma^, ayant Ma inscrit commun, et à chacun des systèmes de 
N éléments M«+i ayant M" circonscrit commun que fournit la 
figure de référence, on introduira à la puissance N — i les coor- 
données de l'élément Ma; on pourra donc obtenir ces coordon- 
nées par des radicaux d'indice n — i en fonction de a-, et la relation 
entre les coordonnées de l'élément Ma fera connaître la fonction 
ponctuelle a- de N éléments Ma+, en fonction de leurs coordon- 
nées. C'est ainsi que, en Géométrie ordinaire, on pourrait évaluer 
le sinus d'un trièdre en coordonnées tétraédriques par des radi- 
caux carrés. 

De même, on pourra évaluer la fonction tangentielle S de 
N éléments M'+' ayant M" circonscrit commun; on aura, par 
exemple, l'expression de la quantité f 77J pour un triangle en 
coordonnées tétraédriques. 

lo7. Théorème des déterminants de comomeots. — Si l'on con- 
sidère P éléments M^+i ayant un élément Ma inscrit commun, 
P, autres éléments Ma^i ayant aussi un Ma inscrit commun, le dé- 
terminant des comoments donnera lieu à un tliéorème analogue 
au précédent; et l'on aura un théorème corrélatif en considérant 
deux systèmes de P éléments M"+' ayant un M^^ circonscrit com- 
mun. Pour P =1^ 2, ces deux théorèmes se simplifient. 

Dans le cas particulier où les deux éléments Ma sont identiques, 
leur comoment est égal à i et l'on obtient le théorème qui, en 
Géométrie autour de Ma, joue le rôle du théorème des détermi- 
nants de Y en Géométrie générale. De même, etc. 
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158. Explication de déterminants nuls. — l.e carré de la l'onc- 
tioD ponctuelle de P (éléments Mo^., a_yant un Ma inscrit commun, 
et qui déterminent par conséquent un élément Ma_|_p, est donné 
par un déterminant d'ordre P dont les éléments sont des como- 
menls ou des expressions ^(n" 59); on peut encore l'écrire sous 
la forme d'un déterminant analogue an dernier déterminant du 
n° 38. Ces déterminants sont nuls lorsque l'élément inscrit M^ est 
conjugué de lui-même, etaussi lorsque l'élément circonscritMn_|_p 
est conjugué de lui-même : on en rendrait compte facilement 
(n^SQ). On généraliserait les remarques précédentes en considé- 
rant le théorème des déterminants de comomeots, comme on a dit 
au n° 62 qu'on pourrait généraliser les considérations indiquées 



•lo9. Pour P = 2, lo carre de la fonction poncUielle ou du 
moment réduit de deux éléments M' qui ontM^.., inscrit commun, 
Mî~* circonscrit commun, donne lieu à des remarques relatives à 
l'équation aux A^ principaux. Si l'on reprend les considérations 
du n" H8 pour deux éléments M^ etc. (il faut faire P = i dans le 
n" 118), on voit que le carré du moment réduit ou de la fonction 
ponctuelle est nul dans deux cas : par exemple, dans l'espace réel, 
pour deux droites qui se coupent, le carré de la fonction ponctuelle 
est nul lorsque le point commun aux deux droites appartient à la 
quadrique des points doubles, et lorsque le plan des deux droites 
est tangent à la quadrique des plans doubles. D'ailleurs, en se 
bornant à ce cas particulier, on a 
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cli'o 

qu'o 






sdéLe 



,N3 MP. 

nuls dans les deu:v 






Si l'on considère deux droites coticonranles M^aiL^, deux autres 
droites concourantes NaOîis, les points de concours étant M, N, les 
plans communs étant mn, la méthode du n" H8 généralisée donne 
pour la valeur du produit A. i', comoment (MN). comometit(mn) 
l'expression suivante dans laquelle on a accentué les coordonnées 
des droites N^ et iX^^ 



ou encore le second déterminant ci-dcssiis dans lequel les deux 
premières colonnes seraient accentuées, ou bien le premier déler- 
minant ci-dessus dans lequel les secondes coordonnées seraient 
accentuées ; on en déduit la formule 



A.i'.C 



ni(M.N).c. 



i.«) = 









qui rentre dans le théorème des déterminants des comoments. On 
rendrait compte des cas où les déterminants sont nuls. 

On pourrait, dans les déterminants du huitième ordre qu'on 
vient de rencontrer, ne laisser que des coordonnées relatives à 
une figure de référence. 

Le calcul précédent fait bien comprendre comment les déter- 
minants considérés sont nuls dans deux cas, puisqu'on les obtient 
par la multiplication de deux formules; peut-être pourrait-on 
donner une explication analogue lorsque P est quelconque. 
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CHAPITRE IX. 

CORRIiLATION; POLAEÎITÈ RÉCIPHOQUlî. GliANDEOR DES FIGURES. 



§!■ 

160. Corrélation quelconque. — On a cléfuii yii n" 18 h corréla- 
tion initiale, et c'est cetle corrélation que l'on a considérée 
jusqu'ici. On pourrait maintenant définir une corrélation quel- 
conque, en se donnant à volonté le poljtrope transformé du poly- 
trope de référence ; on aurait deux équationnelles doubles S'ets'; 
étant donnés deiTX points, en considérant les deux points d'inter- 
section du rayon qui les joint avec l'équationnelle S', on aurait un 
rapport anharmonique qui permettrait de définir la p se o do-distance 
de deux points dans la corrélation considérée; on aurait de même 
le pseudo-angle de deux iropes; on définirait ensuite le paramètre 
d'un rayon ou d'un axe, on aurait le t de deux points et le S de 
deux Iropes, et l'on arriverait au A d'un point ou d'un trope ; on 
serait alors en mesure de faire voir que les formules de la corréla- 
tion initiale s'appliquent à une corrélation quelconque. 

On verrait en particulier que le rapport anharmonique de quati'e 
points sur un rayon, ou de quatre tropes passant par un axe, con- 
serve la même expression, quelle que soit la corrélation dans 
laquelle on l'évalue : c'est là un fait essentiel, attendu que la 
pseudo-distance de deux points dans chaque corrélation et le 
pseudo-angle de deux tropes sont donnés par des rapports anhar- 
moniques, et que pour la corrélation initiale on est forcé d'évaluer 
ces rapports anhannoniques dans la corrélation que l'on étudie. 

ICI- CorrespottdanceP par polaires réciproques. — Au lieu d'une 
corrélation C, on peut avoir une correspondance par polaires 
réciproques P. Les deux équationnelles doubles se confondent, et 
l'on a réquationnoJle directrice. L'éîi'menl primitif et Télémeni 
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transi'orm« d'un élément donné sont, au sens près, un même élé- 
ment qui est rélément polaire du premier par rapport k l'équa- 
tionnelle directrice : les coordonnées de l'un sont égales aux, 
coordonnées de l'autre niuUipliées par { — i)Pi. Comme vérifica- 
tion, étant donné un élément M' dont le primitif' et le transformé 
sont L^ et N^, si l'on écrit que le moment de deus éléments L et M 
est égal au moment de leurs transformées M et N, on a 

ce qui est exact. On a un exemple frappant dans la rotation d'un 
angle droit autour d'un point fixe, les côtés étant dirigés : l'angle 
étant dans la position LOM, on peut l'amener dans la position 
MON. ON étant de sens contraire à OL; on peut encore faire 
glisser un quadrant sur une circonférence de cercle. 

L'homographie de points conjugués sur chaque rayon, qui 
conduit au paramètre 6, est ici une involuiion; il en est de même 
de l'homographie de tropes autour d'un axe, qui conduit au para- 
mètre 6. Le paramètre d'un rayon est ~, le paramètre d'un axe 
est - (on peut revoir à ce propos le n" 87); le u de deux points est 
un sinus de pseudo-distance, le S de deux tropes est un sinus de 
pseudo-angle ; les y ^t les T sont des cosinus. 

Le comoment de deux éléments est indépendant de l'ordre dans 
lequel on les prend. Le déterminant s^ du n" 3 est un déterminant 
symétrique, etc. 

162. J'indiquerai ici une formule intéressante pour la corres- 
pondance par polaires réciproques. Soient les quatre points A, B, 
C, D : ils donnent lieu aux trois systèmes (DA, BC), (DB, CA), 
(DC, AB};ona 

I -f(DB) -f(DC)| 



et doux formules analogues; en ajoutant les liois forir 
-t{D, A)j(1!,C).y{DA,IïC)h-... + ... = o, 
On aurait une relation analogue pour qualrc iropes. 



y Google 



163. Les i principaux daas une correspondance P. — Lorsciue 
la corrélaLion esL une correspondance par polaires réciproques, 
les A principaux relatifs à deux éléments M^ M^ sont les raasima 
et les minima de la quantité i{M;A), M étant nn point de l'un 
des éléments et ^L un trope passant par l'autre; ou encore les 
masiina et les minima de o-(M3iL) ou de S(m|i). C'est ainsi 
que, en Géométrie ordinaire, le moment de deux droites est le 
produit de leur plus courte dislance par le sinus de l'angle maxi- 
mum que font deux plans passant par ces deux droites. Ajoutons 
que, comme il s'agit ici de maximaei de minima relatifs à plusieurs 
variables indépendantes, ces mots doivent élre pris dans un sens 
particulier : la fonction z^z=f(^x,y) étant représentée par une 
surface en coordonnées cartésiennes, il y a maximum ou minimum 
pour 3 aux points où le plan tangent est parallèle au plan des xy, 
même lorsque, les courbures principales en ce point étant de sens 
contraires, le plan tangent traverse la surface; il y a alors maxi- 
mum ou minimum pour 3 quand on chemine sur la surface le 
long d'une courbe non tangente à une asymptote de l'indicatrice 
du point. 

En effet, si l'on se reporte au n" 102, on a 

A{Mij) = A, /r'4(M, |j.')-l-/:,r i(M, [i')-!- ... 



c ies relations 



d'abord les coefficients /r,, 



A, + (;-,cos(M,M,H-.. 



et des relations analogues en faisant varier ies eoeflicicnts A', Or, 
ces relations sont identiques à celles du n" 102, |)arce que les y 
et le r sont ici des cosinus. 

16i. Correspondance métrique M. — En conservant une for- 
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lionnelle jiarLiciiiière, que nous appellerons Véguationnelle de 
l'infini, et appeler distance de deux points la quantité qui était 
dans le cas précédent la pseudo-distance, et angle de deux 
tropes la quantité qui était le pseudo-angle; la correspondance 
par polaires réciproques relative à cette équalionnelle est alors 
la correspondance métrique M. Pour prendre la distance d'un 
point M à un trope |Jl, on prend par exemple le pôle X du trope 
par rapport à l'équationnelle, le rayon Sfî^M rencontre le trope en 
un point 311., et l'on a la distance Mail. 

Dans l'espace réel, en Géométrie non euclidienne, îl existe sur 
chaque droile ou rayon deux points à l'infini qui sont les points 
où la droile rencontre la sphère de l'infini, et il passe par chaque 
droite ou axe deux plans isotropes (de coordonnées infinies) qui 
sont les plans tangents à la sphère de l'infini menés par la droite. 
Si l'on mène par une droite un plan m et le plan perpendicu- 
laire «', les plans m et les plans n! forment une involiition dont 
les plans doubles sont les plans isotropes de la droite, et l'on a le 
paramètre --; je laisse de côté le fait corrélatif, en faisant observer 
que la réalité des points à l'infini sur une droite, et l'imaginarité 
des plans isotropes passant par une droite, amènent une difl'é- 
rence physique entre les propriétés de la di-oile considérée comme 
rayon et celles de la droite considérée comme axe : en Géométrie 
sphérique, le rayon (grand cercle) et l'axe (système de deux 
points) sont entièrement comparables, et l'involution sur chaque 
grand cercle de deux points séparés par un quadrant a ses points 
doubles imaginaires, absolument comme l'involution autour de 
chaque point de deux grands cercles perpendiculaires a ses élé- 
ments doubles imaginaires. 

"163. Figures égales. — Dans une corrélation C, lorsqu'on 
donne les y des points d'un polytrope considérés deux à deux, 
en tenant compte de l'ordre, on a n{n — i) quantités qui déter- 
minent le poiylrope en position. 

Relativement à la correspondance métrique, si l'on donne, pour 
un polytrope, les cosinus des dislances des sommets considérés 
deux à deux, on a seulement " ■ ^'^ ■ ~ .l- données, et nous dirons 
qu& le polytrope esl défini en grandeur : sa position dépend dr 
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- — paramètres; les cosinus des angles des faces considércSes 

deux à deux sont connus et, d'une manière générale, routes les 
quantités considérées au Chapitre I pour le polytrope de réfé- 
rence sont déterminées. On peut définir un poljtrope en donnant 
les cosinus des angles des faces considérées deux à deux, comme 
on définit un triangle sphérique en donnant ses angles. 

On peut donner les (n — i) arêtes issues d'un point, avec le 
poljtrope d'ordre n — i que forment ces arêtes ; le nombre de ces 
données est ■ ^"~ ''^"~ '' i + («_!)— "■^"■~l) .- c'est ainsi qu'un 

tétraèdre peut être donné par trois arêtes et le trièdre qu'elles 
forment; à cela se rattache la première formule du n" 152. On 
aurait des données corrélatives. 

Cette remarque en amène une autre. Pour définir un tétraèdre, 
on peut donner trois arêtes issues d'un point et le trièdre de ces 
arêtes; or, ce trièdre lui-même est un poljtrope en Géométrie 
autour d'un point, el, pour le définir, on peut donner deux angles 
et le dièdre compris ; on peut donc définir un tétraèdre en don- 
nant trois arêtes DC, DB, DÂ, deux angles (DC, DB) (DC, DA), 
et un dièdre (DGB, DCA). D'une manière générale, pour définir 
un poljtrope dans l'hjperespace, on peut donner (n — i) arêtes, 
{n — a) angles de rayons ajant un point commun, etc.; le nombre 
de ces données est -'"~ -li- On a pour un tétraèdre la formule 

GV = nC.DB.DA X sin(UC,DB).si;i(DC, DA) x Bm(DGB, DCA), 

et l'on aurait ime formule analogue pour un poljtrope. On pour- 
rait prendre des données con-élatives. 

166. Deux figures sont égales lorsque, rapportées à deux polj- 
tropes égaux, elles ont mêmes coordonnées pour les points corres- 
pondants. Le nombre des paramètres de déplacement d'une figure 

est On peut faire sur ces paramètres de déplacement des 

remarques qui doivent être précédées de notions sur les coordon- 
nées polaires. 

167. Coordonnées polaires. — Par ajialogîe avec les coordon- 
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CRANDEUfi DES FIGCURS. Il5 

nées pokires, planes el dans l'espace, on peut rapporter les figures 
de l'hyperespace à une figure de référence comprenant un point 
M,, un rayon Ma passant par le point, etc., iin axe M„_ï et un 
Irope M„_| passant par l'axe; les coordonnées polaires d'un point 
M sont : le moment M, M, le moment réduit du rayon M^ avec le 
rayon M, M, le moment rédnil de l'élément Mj avec l'élément 
M^M, etc. On aurait, de même, les coordonnées polaires d'un 
trope m; ce sont, en renversant l'ordre des éléments de référence, 
le moment M' m, le moment réduit de l'axe M^ avec l'axe M- m, etc. 

168. Paramètres de déplacement des figures. — Pour fixer la 
position d'une figure, on peut fixer la position de la figure de 
référence à laquelle elle est rapportée. En coordonnées polaires 
ponctuelles, on a donc à fixer un point, un rayon passant par ce 
point, etc. ; en coordonnées polaires tangeniielles, on a à fixer un 
trope, un axe de ce trope, etc.; on reconnaît ainsi que le nombre 
des paramètres de déplacement d'une figure est 

comme on l'a dit déjà. 

On peut remarquer que la figure de référence des coordonnées 
polaires n'a aucun paramètre de grandeur, mais seulement des 
paramètres de déplacement. 

169. Équationnelles remarquables. — Pour certaines classes de 
figures, le nombre des paramètres de déplacement est moindre. 

En Géométrie ordinaire, l'équation d'une surface en coordon- 
nées polaires est _/"(p, 0, w) = o; le nombre des paramètres de 
déplacement est 3 + 2 + i , pour fixer le point, l'axe, le plan de 
référence. Si les coordonnées p et 9 entrent seules dans l'équation, 
on a une surface de révolution : le nombre des paramètres de dé- 
placement est trois, pour fixer le point el l'axe de référence; et 
en effet, pour une surface de révolution, on a à fixer un point de 
l'axe et l'axe, et le paramètre de déplacement autour de l'axe 
fait défaut. Si la coordonnée p entre seule dans l'équation, on a 
un système de sphères concentriques : le nombre des paramètres 
de déplacement est trois, pour fixer le point de référence; el en 
effet, pour un système de spbères concentriques, on a à fixer le 
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cenlre coinniuii, et les |)avamèlres de dépîacemeiiL aulour d'un 
point font défaut. [Je ferai, à ce sujet, la remarque suivante ; en 
Géométrie analytique à deux dimensions, lorsqu'on écrit qu'une 
conique du genre ellipse a ses axes égaux, si l'on exige que ia 
conique soit réelle, on a une condition qui se décompose en deux, 
et la conique est un cercle dépendant de trois paramètres; cela 
lient à ce que le cercle n'a que deux paramètres de déplacement 
dans le plan, le paramètre d'orientation faisant défaut. On aurait 
des faits analogues pour une quadrlque dont deux axes deviennent 
égaux, pour une quadriqiie dont les trois axes deviennent égaux.] 

Considérons maintenant l'hjperespace. Si, dans l'équation 
d'une équalionnelle en coordonnées polaires ponctuelles, les 
cf coordonnées relatives aux éléments de référence M, ...M^ 
entrent seules, on a une équationnelle pour laquelle le nombre 
des paramètres de déplacement est (n — 1) + ... + /), ces para- 
mètres déterminant la figure de référence; les paramètres de 
déplacement autour d'un élément M^ font défaut, leur norabre est 
^'^ ~ , et le nombre des paramètres de déplacement de la 
fig„,t, est n{n^_p(p~y)_ L'élément M^ de référence 
{qin — 3) est lié à l'équationnelle considérée; en Géométrie 
ordinaire, c'est l'axe de la surface de révolution, ou le centre 
commun des sphères concentriques. 

En appliquant des considérations analogues aux coordonnées 
polaires tangentielies, on aurait les mêmes éqaalionnelles parti- 
culières. Soit d'abord la Géométrie sphérique : la figure de réfé- 
rence pour les coordonnées polaires ponctuelles étant formée 
du point A et du grand cercle b passent en A, prenons pour les 
coordonnées polaires tangentielies une figure de référence com- 
posée du grand cercle a dont le pôle est A, et du point B qui est 
le pôle de b ; soient p et 9 les coordonnées ponctuelles d'un point 
M, et soient A et S les coordonnées tangentielies d'un grand 
cercle m : ^ est l'angle du grand cercle m avec le grand cercle a, 
S est l'arc du grand cercle a compris entre le point B et le point 
oii ce grand cercle est rencontré par le grand cercle m; l'équation 
p =; const. représente un petit cercle de pôle A, et l'équation lan- 
gentielle de ce petit cercle est '\ =^ const ; en sorte que, dans ce 
cas, les équations ponctuelles p = const. et les équations tangen- 
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Lielles '^ ^= const. représentent les mômes courbes. Dans l'iiyperes- 
pace, réquatioDoelle considérée en coordonnées polaires ponc- 
tuelles étant rapportée aux éléments M) . . . MJ, on la rapportera 
en coordonnées polaires tangentielles à des éléments M' . . . M' 
dont le dernier sera l'élément polaire de M^ par rapport à l'équa- 
tionnelle directrice ; les paramètres de déplacement dans l'élément 
M J feront défaut. (Pour les surfaces de révolution dans l'espace 
réel, UP est l'axe, M^ est la droite à l'Infini dans les plans des 
parallèles.) 

170. On peut définir directement les équationnelles remarqua- 
bles que l'on vient d'obtenir, et voir que! est le rôle des deux élé- 
ments M^M^. 

Nous ferons d'abord quelques remarques sur les enveloppes en 
général. Nous admettrons la notion d'une équalionnelle comme 
lieu de points ou comme enveloppe de tropes ; le premier point 
de vue menant au trope tangent, le second point de vue menant 
au point de contact. Soit maintenant une équalionnelle variable 
dépendant de /c paramètres ; si l'on prend une position E de l'équa- 
tionnelle, et /c positions infiniment voisines, les poiuts communs 
vérifient A+ i conditions : lorsque E varie, avec k paramètres, le 
lieu de ces points est «ne équationnelle qui est l'enveloppe de 
l'équationnelle mobile; ou bien, si l'on prend une position E de 
l'équationnelle, et k positions infiniment voisines, les tropes com- 
muns vérifient A: -)- i conditions, etc. 

Cela posé, reprenons d'abord les équatioanclles du n° 88 : ce 
sont, pour la correspondance métrique, les cquationnelles du 
second degré circonscrites à l'équationnelle de l'infini; le trope 
des points de contact étant a, le point commun aux tropes de 
contact étant A, pôle de a par rapport à l'équationnelle direc- 
trice, onaff(AIVI)^ const., S(«m)= const.; il en résulte que ces 
équationnelles font partie de celles que l'on a considérées au 
n° 169, et correspondent au cas q := i : l'élément MJ est le point 
A, l'élément M^ est le trope a; elles jouent le rôle de la sphère 
en Géométrie ordinaire, et leurs paramètres de déplacement sont 
en nombre n ^ i ; les paramètres de déplacement autour du 
point A, ou dans le trope <7, font défaut. Nous donnerons à ces 
équationnelles le nom à' équationnelles cycliques; le point A 
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sera le centre, cL AM sera le rayon; A. csL le pôle du Irope a qui 
est le irope de contact avec l'équationnelle de l'infini. On doil 
observer que les points communs à deux équatiounelles cycliques 
S + a* = o, S + P" ^ o sont les points d'intersection de la pre- 
mière avec les deux iropes a itz ^ = o ; les points communs à trois 
équalionnelles cjcliques S-+-a^^=o, S + P^ :^ o, S-|-y':=o 
sont les points d'intersection de la première avec les quatre axes 
d'intersection des deux couples de tropes a±|3=:o, «±-[-=^0; 
les points communs à des équaiionnelles cycliques, en nombre ç, 
sont les points d'intersection de l'une d'entre elles avec des élé- 
ments M^^'i en nombre 2'"'. De même, les iropes tangents com- 
muns à des équaiionnelles cycliques, en nombrey, sont les tropes 
tangents à l'une d'elles menés par des éléments Mp,' en nombre 

3Ï-I. 

Considérons maintenant l'enveloppe d'une équationnellc cy- 
clique dont le centre décrit un élément M^, et dont ie rayon est 
fonction de la position du centre; le trope de contact de cette 
équationnelle avec l'équationnelle de l'infini passe par un élé- 
ment fixe M^ qui est l'élément polaire de MJ par rapport à l'équa- 
tionnelle de l'infini. Cette équationnelle dépend de ^ ^ i para- 
mètres, et pour prendre l'enveloppe on prend q positions 
infiniment voisines; les points communs, points de contact de 
l'équationnelle cyclique avec l'enveloppe, sont les points où un 
élément M^"', coupe l'une des équationnelles : en efiet, l'équa- 
tionnelle mobile étant S H- a^ ^ o, avec q — 1 paramètres dans a, 
pour avoir l'enveloppe on élimine ces paramètres entre les 
q équations 



en représenlanl par a',œ", ... les dérivées parlielles'de œ par rap- 
port aux paramètres; on trouve ainsi comme enveloppe, outre 
l'équationnelle de l'infini S ^ o, le lieu des points S-t-œ^^io, 
a' ;= o, a" = o, . . . , qui sont les intersections de S -i- a^ = o avec 
un élément M^~', ; cet élément variable passe d'ailleurs par l'élé- 
ment M^ par lequel passe constamment le trope a. De même, les 
tropes tangents communs aux q positions infiniment voisines 
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de l'équaiionnclle cyc]ir[Lie, tropes de coniact de l'équalionnelle 
cyclique avec l'enveloppe, sont les tropes tangents à l'une des 
équationnelles menés par un élément M^*J qui se ment dans 
l'élément M^ lien du centre A. Or les équationnelles ainsi obte- 
nues comme enveloppes sont précisément celles que l'on a con- 
sidérées au n" 169; c'est ainsi qu'une surface de révolution est 
l'enveloppe d'une sphère : les plans des parallèles passent par une 
drolle fixe rejetée à l'infini, et les sommets des cônes circonscrits 
à la surface le long de ces parallèles décrivent l'axe de la surface. 

171, Remarque sur le plan de cet Ouvrage. — On pourrait 
commencer l'étude de l'IIyperespace par l'étude de la correspon- 
dance métrique; on étudierait ensuite la corrélation. Pour éviter 
des calculs Ibrmant double emploi, j'ai abordé immédiatement 
l'étude de la corrélation ; et je pense que la raison essentielle de 
la possibilité de cette étude immédiate consiste en ce fait que le 
rapport anharmonique de quatre points sur un rayon, ou de quatre 
tropes passant par un axe, conserve la même expression, quelle 
que soit la corrélation dans laquelle on l'évalue; il y a là un élé- 
ment fondamental er, pour ainsi dire, inattaquable. 

S " 

172. Remarque sur le nombre des données ■;. — l'our l'étude 
de la coiTélation initiale, et pour l'élude de toute corrélation, les 
données sont les y <Jes points de référence 1,2, . . . ,' h considérés 
deux à deux : ce sont les quantités Yiî. Y^I' • ■ ■ > l'oi's ferons une 
remarque importante sur le nombre de ces données. Les formules 
de la corrélation générale sont 



d'où il résulte qu'une corrélation dépend de 11- — 1 param 
en mettant à parties paramètres a\, o^, . . . , le nombre des 



mètres peut s'é 
donuécs-'est^c 



"^ X 2. Or, le nom 
daq„-on. 
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11 faul en conoliire, non pas que nos calculs se rapportent à 
une corriilaLion d'une espèce particulière, mais bien que les mêmes 
calculs se rapporLenl à dilTérentes corrélations; absolument 
comme les calculs de la Géométrie spbérique se rapportent à une 
sphère d'un rayon quelconque, lequel n'apparaît pas dans ces 
calculs. Et la raison est la même au fond dans les deux cas : en 
Géométrie spliérique, les arcs sont rapportés à une unité qui 
d'pend du rayon de la sphère, ei dans nos calculs les pseudo- 
distances M JiL, les paramètres 9, et lesquiintîtés A parmi lesquelles 
sont les coordonnées du point et celles du trope, se rapporlenl à 
l'équationnelle duuble S; c'est là un Cuit essentiel, qu'on ne doit 
pas perdre de vue. 

173. On peut entrer plus avant dans la queslion. D'une part, 
une corrélation peut être déterminée : i" par l'équationnelle 

double S qui dépend seulement de (« — i)-\ ~ paramètres, 

puisqu'elle ne dépend que des coefficients a\ et des sommes 
«J + a', ; a" par les paramètres B des ■■■-■-- rayons de référence, 
lesquels dépendent des diirérences «,j — «a,; d'aulre part, les 
formules que nous étudions ne dépendent que des données y,^, 
v^i, .,, ou encore elles ne dépendent que des 9 ci-dessus et 
des pseudo-dislances la, ... ou des rapports anharmoniques 
(i aûiJ') ... ; il en résulte que, les 8 étant donnés, toutes les équa- 
lionnelles S qui donnent les mêmes valeurs aux pseudo-distances 
12, ... donnent lieu aux mêmes formules : elles dépendent de 
n — 1 paramètres arbitraires. Ainsi, pour une corrélation quel- 
conque, on prendra un poiytrope de référence 1,2, ..., n et 
l'on se donnera les y de ses points considérés deux à deux; les 

— ^ paramétres seront déterminés, ainsi que les — — ~ 

pseudo-dislances telles que la, ou encore les rapports anharmo- 
niques correspondanls relatifs à l'équationnelle double S; on se 
donnera à volonté (n — 1) points sur les (n — 1) rayons issus 
d'un sommet de référence, on assujettira l'équationnelle S à passer 
par ces points, et l'on imag;inera qu'elle est alors déterminée de 
manière à donner aux —^ — ~ rapports anharmoniques dont il 
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vient Ll'êlre qiieslion les valeurs ([ii'ils doivenl avoir ; quels que 
soient les (/* — i) poinis pris sur les raj'ons, les calculs relalifs à 
la corrélation définie par l'équalionnelle S et par les paramètres 9 
resteront les mêmes; on pourrait d'ailleurs, la quadrlqire S étant 
choisie, au lie» de donner les quantités 0, donner sur chaque rajon 
le point conjugué de l'une des extrémités. 

174. Nous ferons encore la remarque suivante : Un poljlrope 
dépend de n(n — i) paramètres; dans une corrélation donnée, il 
est entièrement défini par les pseudo-distances des sommets con- 
sidérés deux à deux, et les paramètres 9 des rayons, ou encore 
par les y des sommets considérés deux à deux; ou peut le définir 
également par les pseudo-angles des tropcs considérés deux à 
deux, et les paramètres des axes, ou encore par le F des tropes 
considérés deux à deux; on peut enfin le définir par les pseudo- 
distances des sommets et les pseudo-angles des laces. En parlicn- 
lier, dans le cas de la Géométrie plane, un triangle peut être défini 
par ses pseudo-côtés et ses pseudo-angles; or, malgré cela, on a 
les relations 

T(BC)_ 7(CA)^ i(Ali) , 

X(/jcj Xica) Xi^ab)' 

cela tient à ee que les fonctions t et iJ dépendent des paramètres 
8 et». 



17S. Cas particulier. — Dans une correspondance par polaires 
réciproques, on pourrait prendre comme figures de référence un 
poljtrope autopolaire, les faces étant transformées des tropes. On 
aurait alors Yu = o, . . . , F'- ^=0, . - . , A' := A" = . . . ^= /*" = 1 , 

cos(MA|)^rr k' = ^i, cos{ /Ha') =^ K| ^ «1, et les formules avec 
des X et des u deviendraient des formules avec des X seuls : 
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